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生まれ、 1960年代になると有限要素法 (Finite Element Method，以降四Mと略記)として脚光
を浴びることとなった。元来FEMは強度解析を目的として開発されてきたJ) (よ$， 1968) も
のであるが、強度解析用の有限要素モデ、ル (Finite Element Model 以降FEmodelと略記)を振
動解析にも流用することができるため、 1970年代になると、 FEMの発展4) ,5) (Zienkewicz,19 





















となった。その後、一般粘性減衰系12)ιancaster， 1966)のモーダ〉レパラメータ 13) (VanLoon, 
197'1りあるいはマトリクス14) (大熊 1985)を同定する手法などが開発された。
1980年代になると、モード解析を用いた構造変更解析15) (Formentt:1981)や感度解析16) '" 




音場の連成問題を解く 21) (，荻原 1990) こともできるようになり、モード合成法22) (痔;， 1991)
や感度解析23) (，荻原~1991)がさらに発展することとなった。一方、船舶の分野でもモード解
析は利用24) ,25) (呑jf1， 1980;著者~199ごりされてはいるものの、大量生産品ではないこと、そし
て前記第 2 の問題すなわち流体との連成影響が分離で、きていないこと等によりモード減衰比
の取り扱いが難しく、振動レベルを推定できる段階までには至っていないのが現状である。
次に前記第 2 の問題について述べる。 1700年代には流体を理想、流体としたEulerの運動方
程式が、 1800年代には粘性流体に対するNavier-Stokes方程式が明らかになっており、著名な
数学者達が活躍した時代でもあって、球の付加質量効果26)βtokes， 1843)や無限平板の水平








れている。また、 3 次元修正係数が初めて定義された文献でもある。同時期に、 Lewis30)
が上下方向並進変位のみを扱ったのに対して、回転変位を考慮31) (~のJloυ930) した解析も
行われている。その後、両者の長所をとり入れて 4 節振動まで扱われた32) (松減1960)0 回
転楕円体の他にも丸棒刀) ()熊井~1962)などの一様断面棒やその水平振動34) (I!~井~1960) につ
いて扱った論文が多数あり、この頃には、振動モードを仮定して解析的に流体領域を解く方
法はほぼ完成されたといえる。また、水深の影響について論じた文献も多い。矩形断面35)










Distribution Method，以降SDMと略記)と呼ばれて定着することとなった。 Hess40) 以降、
SDMを用いた研究は造波と振動の両分野で活発に行われ、特に造波分野では新しいGreen関
数41) (一色1975) も次々と開発され、高次要素やスプライン補間42) (高木1993)を用いた高
精度化の検討もなされている。その中で、有限水深での振動問題に対して利用できる
Green関数43) (管:1985) も研究されたが、より優れたGreen関数計算法を用いることによって











りも相当正確な固有振動数を推定47) (松減 1984)できるようになった。そして、 SDMの計算
精度をさらに向上させる研究が続けられ、二重吹き出しも利用48) (笹島~1995) されるように








衰率を算定する方法53) (ff~点 1957)などの研究が行われているが、 3 つの文献共に減衰の主
要因として異なるものを主張している。それだけ難しい問題なのである。そして、造波減衰
に関する研究を除けば、船舶の振動問題に関する減衰の研究は、著者の知る限りこの 3 つだ














































D V 7 一一二 B 一二~ grad(P) 十 ν \12V (2.1.1) 
Dt ρ 
Fig.2.1.1 直角座標系
である。ここで、 V伐~y， z; t) は流体粒子の速度、 B仇.y， z; t) は流体粒子の単位質量に作用する物
体力 (1!11ち加速度)、 P(瓦.y， z;t) は点 (x，y， z) における圧力を示す。また、 ρ及び ν はそれぞれ
流体の質量密度、動粘性係数を示し、\12はLaplace演算子を表す。ただし、座標変数仇九z) は
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W -Jω Wo (2.2.2) 
にて無次元化渦度W。を定義できるから、渦度の拡散方程式(2.2.1) は、
o W~ 1 














































前節のような 1 次元での検討については無限平板の振動問題を解いた文献2万(Stokeι 1850)
が有名である。船体表面にあって、薄く、そして粘性による影響が無視できない流体領域の






















1011の場合をFig.2 .3.2~こ示す。 Rs =1011 につ







る。さらに、必 =104の場合を観察すれば、 z。 =αlのときにはほぼ完全に t&=0となってお
り、渦度は船体表面zo=Oの近傍のみに分布していることがわかる。また、ここでは示して
いないが、 Rs=109 (模型船)及びRs=1011 (実船)の場合には、分布曲線がほぼ完全に縦
軸と重なってしまうほどに拡散範囲は狭くなる。なお、 zo=1は船の全長Lを表す。







































を得る。従って、層の厚さグはí( JJI ω1) ~こ比例することもわかる。


























線ベクト lレをn とおく (Fig.3. 1. 1 )。また、
水深をh、岸壁からの距離をwとし、船体の











た局部座標系を 2 種類定義する (Fig.3. 1. 3) 。まず、第 1 の局部座標系は曲線座標系と密接
に関係する。要素表面を表す位置ベクトルrを曲線座標系のパラメータん，ご2で、微分するこ
とによって、 2 つの接線ベクトルを得ることができる。それぞれの単位ベクトルをej ，e2とす
れば接平面が定義できる。また、法線ベクトルをその外積ej Xe2によって定義でき、単位法
線ベクトル (ej Xe2) / I ejXe2 I をe3とおく。この 3 つのベクトルにより構成される座標
系が第 1 の局部座標系であり、その座標軸を1，2， 3 と表す。図中の θ は1.2軸の成す角であ
り、この座標系では一般に1，2軸が直交せず斜交座標系となる。さらに、この座標系の原点
と 1， 3軸とを共有するデカルト座標系が定義できる。これが第 2 の局部座標系であり、その
座標軸をιぷと表せば、 l軸とj軸、 3軸とj軸がそれぞれ共通のものとなる。残りの座標軸Jは
外積e3 Xejによって定義することができる。この局部座標系は直交座標系であるために、
y軸方向の単位ベクトルはe3 Xej となる。なお、 J軸は2軸とは一致しないけれども、 e1 ，e2に
よって定義される接平面上に存在することとなる。
13 














n - e3 (3.1.1) 
le1Xe21 
によって得ることができる。また、単位接線ベクトルe} ，e2は、
e1 正/1 去| (3. 1.2) ー 1
e2 =長/1 会| (3. 1. 2) ー2
にて表され、位置ベクトルrの成分を仇.y， Z) として微分を実行すれば、 e1 ，e2の成分は、
となる。ただし、 j=1，2であって、 hjは、












e i ニ n..~ e 十 n.." e 十 n... e ザ Y (3.1.5) 
となる。ただし、 iニ1.2.3であって、局部斜交座標系の座標軸を表すものである。さて、空
間に任意のベクトルAがあるとすれば、これを絶対座標系からみた成分AìO(AX'AyA)あるいは
局部斜交座標系からみた成分Aì1 (A},A2> A) ~こよって表すことができて、
A1 e， 十 A2 e2 十 A3 e3 - Axex 十 Ayey 十 Azez (3.1.6) 
が成立する。上式にeþe;ð e3を乗じた計算を、 (3. 1. 5)式を利用しながら順次行うことにより、




1 cos θ0 




n1x n1y n1z 
n2x nみ n2z






A? - [TaJ-1 [TbJ A?o (3.1.10) -1 















;こが e 十 n 了 e 十 n;. e l '~LX ""x り) "'y (3.1.12) 
なる関係を得る。ただし、 i -x，y，zで、あって、局部デカルト座標系の座標軸を表すものであ
る。さて、空間の任意ベクトルAを局部デ、カルト座標系からみて、その成分をA2(AふAAAJ と
おけば、 (3. 1. 6)式と同様に、
A; e; 十 A;e; 十 AZAezA - AXeX 十 Ayey 十 Azez (3.1.13) 
が成立する。上式にりeふりを乗じた計算を、 (3. 1. 12)式を利用しながら順次行うことによ
り、
A2 - {Tcl AO 
なる関係を得る。ただし、
n エu n 砂~v nx"z 
{Tcl nyx nyy nyz 




(3. 1. 9)式の[Tj} との違いはマトリクスの第 2行にあるだけで、第 1 ， 3 行は全く同じものであ
る。よって、第 3 行は単位法線ベクトルの絶対座標系での成分を示すものである。
では、局部デカルト座標系と局部斜交座標系の間の座標変換マトリクスを求めておこう。
これは、(3.1. 14)式に(3.1. 10)の第 2 式を代入することにより、





ベクトルAの成分A2f;44AAAJ とAj(AJ，A~A)を用いれば、 (3. 1. 6)式と同様に、
A; ex 十 A;e; 十 AZAezA - Aj eJ 十 A2 e2 十 AJeJ (3.1.17) 
が成立する。土式にej， e2， eJを乗じた計算を、(3.1.11)式を利用しながら順次行うことによ
り、
1 el T e; 0 
cos f) e 2T e; 0 




1 cos θO AJ 
cos f) 1 0 A2 (3.1.18) 
o 0 1 AJ 
を得る。上式左辺マトリクスの第 2 列は計算途中を示しているが、それぞれ、作図により簡
単に求めることができる。 1，2軸とy軸が接平面に含まれ、 l軸とy軸が直交することから、
el 1s ey a 。
e2T ej 一 sin f) 
e3T ej 。
なる関係を得る。従って、





と表すことができる。ただし、 {Tal は(3. 1. 8) 式で示したものであり、 {Td 1 は
l 。 。
{Td1 一 |ωω 。| (3.1.21) 
。 。 l 
である。これにより、 {Tr)l の逆行列を計算することにより座標変換マトリクスは完成する。
即ち、
A2 - {Td1-1 {Tal Al (3.1.22) 
なる関係を得る。右辺のマトリクス積が座標変換マトリクスであり、これを計算すれば、
1 cos θ9 
{Td1-1 {Tal = o sin f) 0 = {Tdl T (3.1.23) 
o 0 1 
一一 17 
なる、大変おもしろい関係を得ることとなる。上式によって、




であり、その他の単位ベクトルも eJ仇.y， z;t) ,e 2 (X，y，z;υ ，eJ(x，y，z;υのように時間に依存したベク
トルとして表されるべきである。しかし、ここでは問題を簡単にするために、通常の手法に
ならって、法線をn(x，y， z)のように時間とは関係せず位置だけで決まるものとおく。即ち、そ
れぞれの単位ベクトルをeJ (X,y,Z) ,e 2仇.y， z)め仇.y， z)、単位法線ベクトルをn仇.y， z) とおくことと
する。これは船体表面の振幅が非常に小さく、その局部座標系座標軸の方向の時間的変化が
無視できるほどに小さいことを仮定するものである。
となる。これにより、 (3. 1. 16)式よりも随分簡略化されたことがわかる。
以上のことから、 (3.1.14) ， (3.1.24)式を用いることにより、局部デカルト座標系、絶対座標
系、局部斜交座標系のあいだに、
A2 = {Tc} AO = {Td1 T Al (3.1.25) 流体の支配方程式としてStokes近似支配方程式(2.1.5)を得たが、これは、微小変形を仮定
することによって得ることができたものである。従って、上記の局部座標系が時間に依存し
















n;O T I I nふ n;y nふ
A T l cos θ 。nxl 
{T11 {Td} T = A T 。 sin θ 。 (3.1.28) nyl 
T 。 。 l 1l.z1 
一一 18 一一 一一 19 一一
なお、 {Tol 即ち{Tcl と、 (3. 1.9)式の(T;) との違いは、マトリクスの第 2 行にあるだけであっ





















Uw(X，yょ;t) - UW(x，ふz) e λt (3.2.1) 
となる。これは定常振動の解、即ち微分方程式の特解を得るための常套手段である。ここ
で、;{ = iω ， i=J -1で‘あり、 ωは角振動数を表す。そして、座標変換式(3.1.26)を利用すれ
ば船体表面接水部分の法線方向変位Un仇.y，z;t)を得ることができて、
untχ~yょ;t) RAT Uw(XJ,z;t)=FILoT uw(Xふz) e λt (3.2.2) 
と表せることとなる。ここでn;。は単位法線ベクトルの絶対座標系での成分である。また、
船体表面接水部分の法線方向速度Vn(x，y_， z;t) は上式を時間fで、微分することによって得られ、
Vn(X,y _, z;t) n;o T λ uwtχ~y_， z) e λ t = ;{ Un(x，ぷz;t) (3.2.3) 
となる。
一一 20 一一
次に、流体領域の速度ポテンシャルを φ仇.y， z;t) とおいて、同様に、その時間項を変数分離
して、
φ(χふz;t) φ (xふz) e 入 t (3.2.4) 
と表せば、線形化したBemoulliの定理により、
Ptχ~y， z;t) 一入 ρψ(エふz) e 入 t (3.2.5) 
にて流体領域の圧力P仇.y， z;t)を評価することができる。また、自由表面条件
g 0 ￠仇Jぅ z)
φ (X，y，z) 十一一 = 0 
;{2 OZ 
(αt Z=O) (3.2.6) 
において低周波近似すれば、剛壁の条件、
aφ(χふz)
oz - 0 (αt Z=O) (3.2.7) 
を得、高周波近似すれば、重力波動を無視する条件、







度ポテンシヤル φ久y， z) は、
\12φ(χふz) - 0 (3.2.9) 
を満足せねばならない。さらに、速度ポテンシヤル￠仇.y， z) は、次の 5 つの境界条件を満足
せねばならない。
一一 21 一一
まず第 1 に自由表面条件、 であり、最後に、第 5 は船体表面の条件、
φ(χふz) = 0 (αt z=O) (on SF) (3 .2.8)再記
(3.2.10) aφ (xふz)
である。次に、第 2 は水底の条件、



















から、第 3 は無限遠方の条件、 Vn(χふz) - ﾀ nzO T UW(X,y,Z) (3.2.15) 
JT∞ φ (x，y，z) 。 ( R'==.J x2 十y2 ) (on SR) (3.2.12) で表されるものとなる。なお、 nJoは単位法線ベクトルの絶対座標系での成分である。
速度ポテンシヤル rjJ (x，y， z) は 1 つの支配方程式(3.2.9) と 5 つの境界条件との合計 6 条件を
である。そして、第4 は岸壁の条件、 満足せねばならないことを示したが、船体表面条件(3.2.14)を除く他の 5条件を満足する関
数をあらかじめ求めておいて、その重ね合わせ具合でもって船体表面条件(3.2.14) を満足さ
δ rjJ tエふz) せ、結果として 6 条件全てを満足させる手法が有名で、特異点分布法と境界要素法は共にこ
蠣 
。 (at y= -w) (on SW) (3.2.13) の手法を代表するものである。あらかじめ求めておく関数はGreen関数と呼ばれている。
Fig.3三1 岸壁と水底に固まれた流体領域の境界
一一 22 一一 一一 23 一一
七 ，;' 一一一一一一一一一 :一一 一一ー一一一一一一寸
3.3 グリーン関数
Green関数をGで、始まる記号にて表すこととする。 source pointをQと表してその位置を白:y:
z ~ とおき、 field pointをPと表してその位置を九九z) とする。
( 1 )無限水深のGreen関数
2 点間距離r1及びr2を、
r1 oχーピ~2 十。 -y~2 十 (z -z~2 
































r1 r2 (3.3.4) -2 
Gh(p,Q) 一 I CO }__!_帥 sinhkz' sinh kz JO(kR) dk (3.3.4) -3 
cosh kh 
にて表される。ここで、 Jo は第 1 種 O 次Bessel関数で、あり、その引数Rは
R= ..f2χ ーピ~2+か -y~2 (3.3.5) 
である。有限水深Green関数Gs(p， ωは、無限水深Green関数G∞(p， ω と修正関数Gh(p， Q)から構
成されているのが特徴である。 Green関数Gs(p，Q}を得る方法については付録Aに詳述する










勿 : : ;:T7r-J!?.71十Z'




岸壁有限水深のGreen関数Gw(p， ωが満足するべき条件は、 Laplace方程式(3 . 2.9)、自由表面
条件(3.2.10)、水底条件(3.2.11)、無限遠方条件(3.2.12)、および岸壁条件(3.2.13)の 5 条件であ
る。 Gw(p， Q) は、 Gs(p， ωの鏡像関係によって得ることができて、 rj， r2及びRに含まれるy'の項
を (-2w -yリに置き換えたものを付加すれば良いことになる。即ち、
o sink 
• source 1- -.-・ Zα : n =2.' 6h -z' 
4h 











Gw(p,Q) - G∞R(P，ω 十 GhR(P， ω 十 G叫(p， ω 十 GhL(P， Q) (3.3.6>-1 
3h 
2h 









G∞>f<(p，Q) = (3.3.6>-2 F11
一日Goc止(p， Q) = 
f ∞ 2 e -kh sinh kz' sinh kz GhR(P，ω - I '"'- ".,.,. "' ".,.,. "'" JO氏R~ dk 
J 0 cosh kh 
(3.3.6)-4 
マ Y
f ∞ 2 e -kh sinh kz' sinh kz GhL仇ω = I "'- .., ., .,. n..<. .., .,.,. "' J 0氏RJ dk 










































































































































































rlR 一 Itχ ーピ戸+か -y~2 十 (z ーが η (3.3.7) -1 
r2R rrx ーピ~2 十。 -y~2 十(z 十ど r2 (3.3.7) -2 
rlL .J (x-x~2+か +2w 十y12 十(z -z~2 (3.3.7) -3 
r2L rrx ーピ~2 十か +2w 十y12 十(z+ど12 (3.3.7) -4 
RR Itχ ーピ~2+(Y -y~2 R (3.3.7) -5 
RL Itχ ーピ~2+(Y +2w +y12 (3.3.7) -6 
である。 Gw(p， Q)を構成するsourceと sinkの配列をFig.3.3.2に示しておく。なお、点♂が岸壁土
にあるとき、 NPち0l =-wが成り立つときには、 rlR=rlL 、 r2R=r2L、及びRR-RL となる。
一- 27 一一
o sink ~_ _ _ _ _ _ _ _ -t _?~ _ ~_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ~ r-J~' ~  ~a三8h -z 表
j " I : ~柑






l GhL(P， Q) ・ -2W7'3h
i を構成 . L 一山
し てY ' 1 ,. 
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二o j h
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I -z 
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( 1 ) 境界要素法
Fig.3 . 2.1の如 く 岸壁と水底に図まれた流体領域において、各境界における法線を流体領域







r /, ". ¥ a G w(p, Q) /'1 /_ _ I a φfω 
- 47C ﾘ(p) 十 I ~ (φfω -Gw自宅ω 一一一~ ) dSm) -J SH r ' ~ a n(QJ rv' , - a n(1ω ド〓
(3.4.1) 
を得る。なお、 Green関数Gw(p，ω を Gs(p， ω或いはGcxfp，ω に差 し替えても上式は成立する。
Sw SR 
SB 





( / 1" • 飩 G w(p，ω3φfω 十 I r< (ﾘ(Q) ー らか，ω 一一~ ) dS(OJ 
J~H éJ n (iω a n(lω 、 v







また、上式において法線微分項 éJ ﾘ(Q)f éJ n (iωは船体表面そのものの法線速度を表している
から、条件(3.2.14) によって a ø (iωf éJ n (iωは数値的に与えられる。よって、立体内角CO仰が
既知であれば未知数は ø (iωだけになって、 ø r;ω に関するノ7程式となる。なお、点、pも船体表





















































a n(Q) rj 





























Co(p) - 4π - Cip) (3.4.6) 
Co(p) 十 Cip) = I~ ， ~sin θdωd f) 






























Clp) 一工 {δ Go(p， ω dSml
2 J SH 0 n (iω 、 w (3.4.7) 
Fig.3.4.5 内部領域問題で、field point Pを船体表面に取った様子 を得る。
一- 32 一一 一- 33 一一
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3N3 二 j-Ç1 ーと;
四角形要素に対して
l 4N1 _ ~ (1 -?1) (1 -ω 
4 
4N2 _ 工(1+ ?1) (1 -ω 
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は要素節点の局部節点番号を表す。いずれも、要素節点においてFig.3 .5 .1 に示した曲線座標
系の座標値を代入すれば、形状関数(内伸関数)が1.0になるように作られていることがわ
かる。例えば形状関数(内挿関数) 3N1及び4N1のごr(2平面における関数値をグラフにすれ



















νn (iω=λ L Nkω n;o (iω T uwk (3.5.4) 
となるから、船体表面条件(3.2.14) により、
aØω ぞη似













速度ポテンシヤル ø (iω も、変位と同様に、内挿補聞によって近似的に




さて、速度ポテンシヤルに関連する項については(3.5 . 5) ， (3.5 .6)式の如く離散化した量で表
すことができたから、今度は境界積分方程式(3.4. 3)そのものを離散化して表しておくことと
しよう。 field point pを離散化節点 i におくこととすれば、 Green関数Gw(p，ω をGw{i，ω とかく




Ff3 Gw{i, Q) ~ /. _ ¥ 0 ø~ω 
- Co(i) øω 十ム I ( φω -Gw仏ω て一'V ) dS(iω= m=l JδSlI 0 n(Q) 0 n(Q) 
ー(3.5 .7)
となる。上式は、船体表面SH上で、の積分がMmax個の微小要素 t1SH上で、の積分の和になった



















分方程式(3.5 .7) に速度ポテンシヤルに関連する式(3.5.5) ， (3 .5 .6)を代入して、積分と関係のな
い項を積分記号の外ヘ出せば、
M_~v k一一
一 Co(i) 州十 ri:φk r N}0ω o Gw(~Q) dS(/) 
m =lk=IJ&SH 吋 o n(QJ I¥V 
Mmax km似
一 λ L L uwkT / nゐω 的ω Gwω 必ω - 0 








Fig.3.5.6に示す。同図の場合には節点、 j ~こ属する要素の数は4個であり、これをM(j) と定義す
ることとする。そして、 M(j)個の要素のうちのL番目に注目してこの要素番号をmとすれば、
mは節点番号/と順番Lの関数となって、 mιL) と表すことができることとなる。同図の場合に
は③番目に注目しているので、要素番号mはm (j， 3) となる。さらに、節均「は要素mにおける
いずれかの局部節点と同ーのものであるから、節勾そのものを指す局部節点、の番号kは節点
番号jと要素番号mの関数となって、 k(j， m) と表すことができることとなる。同図の場合にはl
番目の局部節点が節点jと一致しているので、局部節点番号kはk(j:m) =1 となる。




m = m(J:L) 






- Co(i) φω÷ 
N剛/l V Mω 
山山 ~ r _ ;, 0Gw(~ Q) L 仰 L / Nk(j, m) 0ω つ dSω
j =J L =J • !J.sH 0 μfω 
Nmax M(j} 
- ﾀ L uw(j)T L / nzoω Nkú:m) 0ω Gwιω dSω - 0 
j=J L ーlδSH
-(3.5.9) 








~ r 0Gw(i,Q) -C。ω グij 十 I / Nk(j， m〆Q) 勺由 dS(jω 
L =1 
• t1SH 0 "(jω 
M(j) 
ヱ{民00ω T Nkú:m)ω GW(l: ω 必(ω
L =J -!J.SH 
Nmax 















現についてまとめておこう。これを計算するためには、 (3.4.6) ，(3 .4.8)式にて示したように、
内側立体内角Cli を求ておく必要がある。従って、離散化表現とは内側立体内角C/i の積分
式(3.4.5)， (3 .4.7) に対して行うものとなる。節点iが船体表面SHと自由表面SFとの交線上にある









川山 ~ r ?n {t: Q) L L _/ Nkかm)(Q) 勺 lj' " '<./ dS (Q) 
















-i _f N k(j， m)ω3?ω l っ((り
















ヱ Cij (3.5.18) 
1.0 = L Nkω (3.5.14) 
とかくことができる。上式は 1 次方程式となった離散化積分方程式(3.5.12) と全く同じ形式
をしている。従って、離散化積分方程式(3.5.12)の係数Aý.，Bij・に含まれる積分項を計算しなが




また、節点iが船体表面SHと自由表面SFとの交線上にある場合には、 C/iJ は (3 .4.7)式で表さ






ヤル ø (iωの内伸式(3.5.6) において節点での値を全て1.0とおいても得ることができるもので






( NLω3G。ιω 点I nkいψ ム ωfω
., 





を計算する際には、節点ポテンシヤル ø (jJ について解く場合とは違って、マトリクス化する
必要などはない。また、上 2 式に (3.4.6) 或いは(3.4.8)式を利用すれば外側立体内角Co (i)を求
めることができる。具体的に示しておけば、
C/i -L L 






z C ij 
となり、節点iが船体表面SHと自由表面SFとの交線上にない場合には、











玄 Aij φ (j) A ヱ B ij T Uw(J) (3 .5 .12)再記
であった。上式の節点iを節点lから節点Nmaxまで順番に移動させれば、 Nmax個の方程式を作
ることができる。今、 Nm似のことを単にNとかくことにして、その詳細を示せば、
All A12 A1N φ (1) 
A21 A22 A2N φ(2) 
AN1 AN2 ANN φ (N) 
となる。そして、上式の関係を、
[Aj { φ} 
N..nv XN...nv N_n~ X1 mαX "max"max 




lBll T B12 T ・・・‘ lB1N T 
JB21 T B22 T ,. . . B2N T 






と表すこととする。このとき、 [AjのサイズはNm似行Nmax9U 、 [Bjのサイズ、はNmax行3Nm似列
となり、 {øJのサイズはNmω行、 (uwlのサイズは3Nm似行となる。また、 n;o(Q) は単位法線ベ
クトルの絶対座標系での成分を意味するものであったが、 [Bjのサイズに現れる3Nm似の3は
このn;o~ωの成分数に由来するものである o そして、 (uwlのサイズに現れる3Nmaxの3はUwを










できょうはずがない。そこで、 μ/の逆行列μ.} -1を両辺に乗じて節点変位{u wJを未知数とし
たまま速度ポテンシヤル(øJを表し、さらに付加質量マトリクスとして定式化する方法が開
発45) ， 46) 調次1980， 198.みされることとなった。この文献では一定要素による特異点分布法
が利用されているが、逆行列[Aj -1を両辺に乗じる方法は上式に対しても利用できる。これ
を行えば、











































P(Q;。 一入 ρφ (Q) e 入 t (3.6.1) 
が得られる。上式右辺の速度ポテンシャル ø (iωに対して内挿補問式(3 .5 .6)を適用すれば、

























要素mに作用する応力 σ;(Q;t)のことを単に σ(Q;t) とかくことにすれば、
km似
















I Re [O-(Q;t)J Re [Vn(Q;t)J dS(Q) 
I1SH 
L / Re[σ(Q;t)J n;Oω T Nkω dS(iω Re[λ e At uwkJ 
k =l どlSH
(3.6.7) 




る。そして、節点iに働く等価節点力をFw(i;t) にて定義し、変位の定義式(3.2. 1) と同様に、こ
れを変数分離して、







fw(i) L fwk(l:m) (3.6.9) 
となる。ここで、要素番号mは節点番号iと順番Lの関数となるから、 m(i， L) を意味している。










L Re[fwkTe竹 Re [λeλ t uwkJ (3.6.10) 
上式と (3.6.7)式を比較すれば節点速度λeλ tUwkの項が一致していることからその係数ベク
トルはいずれも等しくならねばならず、特にkam)なる場合について示せば、
グ T/) λt 












全節点数=Nmax Mω =4 
L=3 
k*=4 
m = m(l:L) 
1 = k(i,m) 








(3.6.13) dSのjI n;，。ωNKO;m〆ω Nkαwω
ー t1SH
λρφ (j) l' m.. 
















けである。従って、節点iとjとの関係を表す等価節点力をlwijとすれば、 φ (1) S1N S12 Sl1 fw(1) 
fw(2) φ(2) S2N S22 S21 
(3.6.18) 









φ (N) SN2 ・・・・fw(N) 
となる。そして、上式の関係を、(3.6.14) 
Mω 
L I n♂ω Nk氏m)0ω Nkαωω dS(Q)
L=1 -t1SH 
入 ρ ø (j)
(3.6.19) 
と表すこととする。 [S}のサイズは3Nm似行Nm似列となり、ぴ~のサイズは3Nmax行となる。












なる。ここで、 Fig.3.6.2を例として、 (3.6.9)式に示した節点iに働く等価節点力Ifw(i) と上式と
の関係について考えよう。 Fig.3.6.2で、は節点iに関係する 4 つの要素を示しているが、この 4
つの要素を構成する節点は全部で 9 つある。節点jをこの 9 節点全てにあてはめて 9 つの






















ffw} 一 入 2ρ [S} [A}-l [B} fuw} 





ρ [S} [AiB} 














Twω = -: I ρ grad[Re[φ仇九z;t)}} grad[Re[φ仇九z;t)}} dV 
~ J V 
と表すことができる。上式をGreenの第 1 定理にあてはめれば、






Tw{lり 1ρ(" Re[①(州、z;凶 δ Re[φ(χ~y，z;t)} dS 




Tw(t) - 一三 ρ I" Re[ ).u氏.y，z) T e ﾀt } n;O Re[φ旬仰が} dS 




日~ = _ 1ρ I ~ Re[λ Uw0ω Te λ t} nzOω 恥[φ(れ λ t} dS (3.6.27) 
~ J.)日
となる。上式を離散化して、内挿補間式(3.5.3) (3.5.6)を利用すれば、
哩 Mmax kmαx kmax 
Tw(t) --7ρ ヱヱヱ Re[入 uwk T e ﾀ t 1 






















九(t)=-tρ 玄 Re{入 Uwが
Nmax 
ヱ Re{φ (j) e 入 t}
M(l) 
L J.~n;o0ω Nk(l:m)0ω NkÚ:m) 0ω 崎ω(3.6.30)
L=] L主0H
を得る。上式右辺の積分項は(3.6.16)式に示したsuと全く同じで、運動エネルギ、Tw(t)を考え




三一 ρ L Re{ ﾀ U wω T e λ t} ? ?、A? ?? ?κυ ?rIι ??? ?尽M
似???
.,,,, 
-tρ Re{λ {u wJ T e λ t} [S J Re[ { φ)e λ tJ (3.6.31) 
となる。そして、上式右辺の速度ポテンシヤル/φjに (3 .5 .23)式を代入すれば、
九ω= 士 ρ Re{ﾀ {uwJ T e λ t J {S J [AiB} Re[ λ {u wJ e λ t} 
-f RefAMJ TEAt/fMJ Ref AωwJ eÀtJ (3.6.32) 
一一 54 一一
を得る。上式右辺の À (uwJTe ﾀ t及びA 印wJeﾀ tは共に節点速度を表しているから、運動エネ













九Mω 二 f什cu2[川 T川附山十/ωωu九υwl)り T川 /ωu 下wμν
十 [(iωU wR) T {MwJ (iωUwり十 fωuwlり) T [Mw} {lω、uwR勾JJ Sl~的nGω':IJt cωOωSωtJ (3.6.3お3)




ー ω3 [[ (uwR) T {Mw} (uwR) - (uwり T{Mw} (uwl) J S仇ωt cos ωt 


















Re [ λ ( U w) T e ﾆ t J Re [ -(f w) e λ tJ 




ー ω3 [[ ~誌の T[MwJ (UwR) 一切wI) T [ MwJ (UwI) } sinωt cos ω1 
十 tIM}TIMwlhJ}十州[MwJ川ωωt
(3.6.36) 
十 ;IWiMw]{誌の-附 T[MwJ川 J (3.6.37) 
となる。上式は、 (3.6.35)式の関係から、 (3 . 6.34)式に示した運動エネルギ、の時間的変化dTw(t)
Idtに等しくなければならない。従って、上式右辺第 3 項はゼロとならねばならず、
{Uwり T[MwJ (uwR) = (uwR) T [MwJ (uwI) (3.6.38) 
なる関係が成立する必要がある。上式の両辺はスカラーであるから、その転置をとっても同
じ値となる。右辺について転置をとれば、




















[A} { ψ} λ [BJ {uw} (3.6.40) 














一 一入 ρ [SJ { ψ} 






{Mw} ρ {S} {AiB] (3.6.42) 
















の剛体振動29) (Lamb， 1932)、及び回転楕円体の弾性振動30) 31) 32) (Lewis， 1929;Tayloη 1930; 
必減1960) に関する解析解が有名で、ある。ここでは、回転楕円体に対する解析解と境界要素
法による数値解54) (著者~1996) との比較を行う。回転楕円体の弾性振動については 3 つの文
献があるけれども、回転変位まで扱った文献32) (松減196ωが最も実現象に近いと考えられ


































- b42) (3.7.2)_3 









Uz{X) 1.0 (3.7.2)_4 
と定義される。ただし、定数a;}a)1 aφんは節振動における節の位置を示すもので、
α2 
.J5 (3.7.3)_1 - 0.44721 
α3 H = 0.65465 (3.7.3)_2 
a4 pア
J77? x 








URy(x) とおいてy軸の方向を考慮すれば、 2 節振動に対しては、
d Uz伐) 2 2x URv欣ノニ一一一一一二一 2 一一一一




2 2x っ一一 (3{~)" - a'}2} 
L L J 




dx (3.7.4) -3 
Fig.3.7.2 回転楕円体を内側からみた様子と断面内の 2 点GA間の距離TGA2 2x _ 2 っ-2 一一一一{2 (~ )" -(a4 2十九2) } 











のz軸に相当するためである。 rGA T (rX(G,A) ry(G,A) rz(G,A)} (3.7.5) 
60 61 
とおき、変位ベク ト lレUG及びUAの成分をそれぞれ、
UGT (Ux(G) Uy(G) Uz(G) UR.x(G) URy(G) URz(G)} (3.7.6) 
UA T (Ux(A) Uyω Uz(A) UR.x(，ω URy(，却 URzω} (3.7.7) 
とすれば、微小回転の仮定によ り、
Ux仏j I 。 。 。 r z(G,A) Ux(G) 
Uy(A) 
。 l 。 - r z(G,A) 。 rx(G,A) Uy(G) 
Uz(A) 
。 。 l ry (G,A) - rx(G,A) 。 Uz(G) 
UR.x(A) 。
。 。 l 。 。 URx(G) 
URy仏j 。 。 。 。 l 
。 I I Uめイ'0)
URz(A) 。






UA {GdJ UG 
(3.7.10) 













{UA} = {HAJ UG (3.7.11) 








(U.) = {H} (uc;) (3.7.12) 






m=tRdMureAtjIHjT[Mwl{HIRdMWeλ t} (3.7.13) 
6NGX6NG 
となる。上式の[H}T[M wl [H}は、付加質量マトリクス{Mwlを基準節点、のまわりに縮小したも
のとなっており、そのサイズ、は6NG行6NG列で‘ある。また、基準節点に与える変位(u c;) は (3.
7.2) ， (3.7.4)式であるから実数である。よって、






























全長全幅比 総要素数 総節点数 減次節点数 基準節点数 縮小率(%) 縮小率(%)
L/B Mm似 Nmax Nmin NG Nmin/Nmax NG/Nmω 
5.0 1584 1635 1491 73 91.19 4.465 
6.0 1936 2003 1827 89 91.21 4.443 
7.0 2156 2233 2037 99 91.22 4.433 
8.0 2464 2555 2331 113 91.23 4.423 
9.0 2728 2831 2583 125 91.24 4.415 
10.0 2992 3107 2835 137 91.25 4.409 
11.0 3344 3475 3171 153 91.25 4.403 
12.0 3608 3751 3423 165 91.26 4.399 








境界要素法(BEM)による数値解と解析解との比較を、剛体上下振動および2 ・ 3 ・ 4 節上





L/Bが5.0のT2inj1)ちょうど 2 倍の値となっている。これは、回転楕円体の排水量が 2倍とな
るためであり、同じことはL/Bが12.0の T2iνと 6.0の T2infとを較べてもいえる。しかし、
BEM数値解T3injで、はこのような倍数の結果とはならず、流場が3 次元であるための影響が現
れている。なお、外側立体内角を正確に計算した場合を rCo{p)j の欄に、これを計算せず
に2 7r として与えた場合を f2 Jrj の欄に記入して整理している。 f2 7rj とは、船体表面の
要素が滑らかに結合されているとみなすことを意味する。外側立体内角Co(p)の違いにより
T3inj1) 11直にも影響がでている。 Co(p)を正確に計算した場合には、 2Jrとして与えた場合より
も小さな運動エネルギが得られている。これは、回転楕円体の 1 次要素メッシュモデ、ルにお





次に、 3 次元修正係数んについて観察する。剛体上下振動( Table 3.7.2 )の場合には、 fCO 
(p)j の数値解と f2 Jr j の数値解とによって解析解が挟まれていることがわかる。これは、
ある裡度メッシュ分割を細かくしたときに現れる特有の現象である。これに対してTable 3.7. 
3'""Table 3.7.5に示した弾性振動モードではこのような現象は起こっていない。弾性振動モー
ドに対してこのような現象がでるためには、 Table 3.7.1 に示したメッシュモデルではまだ粗
いということである。計算理論の正確さからいえば、 r CO{p)j の数値解を採用するべきで
あるから、この欄に注目してみよう。
剛体上下振動( Table 3.7.2 )の場合には、誤差は約3.5%となっており、 L/Bが大きくなるほ
どに誤差も小さくなっている。これは、 L/Bが大きくなるほどメッシュ分割が細かくなって
いるためである。同様の理由により、弾性振動モード(Table 3.7.3'""Table 3.7.5)においても L/
Bが大きくなるほどに誤差も小さくなっている。そして、 2 節上下振動(Table 3.7.3)での誤差




























Table 3.7.2 剛体上下振動モード(無限水深， heave) 
Strip法 BEM 3 次冗修正係数Jv
T2inj T3inj (kgmm2) T3inf/T2inf 解析解
(kgmm2) Co{P) 2π CO{P) 2π LamlJ29) 
0.653909 0.563227 0.590542 0.861 0.903 0.894 
0.784691 0.694185 0.727524 0.885 0.927 0.917 
0.915473 0.823650 0.863088 0.900 0.943 0.933 
1.046255 0.953526 0.999058 0.911 0.955 0.945 
1.177037 1.082656 1.134284 0.920 0.964 0.953 
1.307819 1.211470 1.269189 0.926 0.970 0.960 
1.438601 1.340804 1.404645 0.932 0.976 0.966 
1.569383 1.469115 1.539044 0.936 0.981 0.970 
1.700164 1.597216 1.673226 0.939 0.984 0.973 
Table 3.7.3 2 節上下振動モード(無限水深)
Strip法 BE恥1 3 次元修正係数Jv
T2l吋 T3inj (kgmm2) T3inf/T2inj 解析解
(kgmm2) Co{P) 2π CO(P) 2π 松浦32)
0.029893 0.016858 0.017697 0.564 0.592 0.597 
0.035872 0.022795 0.023904 0.635 0.666 0.670 
0.041850 0.028771 0.030156 0.687 0.721 0.724 
0.047829 0.034838 0.036500 0.728 0.763 0.766 
0.053807 0.040894 0.042834 0.760 0.796 0.799 
0.059786 0.046947 0.049166 0.785 0.822 0.825 
0.065765 0.053042 0.055540 0.807 0.845 0.846 
0.071743 0.059071 0.061849 0.823 0.862 0.864 




























Table 3.7.4 3 節上下振動モード(無限水深)
(B=100mm) 
全長全幅比 S住ip法 BE恥f 3 次元修正係数Jv Jv の誤差
L/B T2inj T Jinj (kgmm2) TJinj/T2inj 解析解 (%) 
(kgmm2) Co{P) 27r Co{P) 27r 松浦32) Co{P) 27r 
5.0 0.007117 0.003343 0.003508 0.470 0.493 0.500 6.148 1.496 
6.0 0.008541 0.004656 0.004883 0.545 0.572 0.578 5.720 1.126 
7.0 0.009964 0.006017 0.006308 0.604 0.633 0.640 5.660 1.097 
8.0 0.011388 0.007423 0.007778 0.652 0.683 0.689 5.453 0.926 
9.0 0.012811 0.008840 0.009261 0.690 0.723 0.729 5.357 0.854 
10.0 0.014235 0.010268 0.010754 0.721 0.755 0.762 5.279 0.794 
11.0 0.015658 0.011712 0.012264 0.748 0.783 0.788 5.115 0.645 
12.0 0.017082 0.013146 0.013763 0.770 0.806 0.811 5.072 0.611 
13.0 0.018505 0.014579 0.015263 0.788 0.825 0.830 5.036 0.582 
Table 3.7.5 4 節上下振動モード(無限水深)
(B=100mm) 
全長全幅比 Strip法 BEM 3 次冗修正係数Jv Jv の誤差
L/B T2inj TJinj (kgmm~ TJinj/T2i，ザ 解析解 (%) 
(kgmm2) Co{P) 2π Co{P) 27r 松浦32) Co{P) 27r 
5.0 0.001725 0.000699 0.000733 0.405 0.425 0.434 6.660 2.157 
6.0 0.002071 0.000986 0.001033 0.476 0.499 0.508 6.248 1.729 
7.0 0.002416 0.001294 0.001356 0.536 0.561 0.571 6.201 1.681 
8.0 0.002761 0.001619 0.001697 0.587 0.615 0.624 5.984 1.484 
9.0 0.003106 0.001952 0.002045 0.629 0.659 0.668 5.875 1.392 
10.0 0.003451 0.002291 0.002399 0.664 0.695 0.705 5.782 1.314 
11.0 0.003796 0.002635 0.002760 0.694 0.727 0.735 5.597 1.144 
12.0 0.004141 0.002979 0.003119 0.719 0.753 0.762 5.539 1.096 
13.0 0.004486 0.003324 0.003480 0.741 0.776 0.784 5.489 1.054 
一- 68 一一
そこで、いずれの場合にも f2 7rJ の数値解の方が誤差は少なくて、ほぼ1.0%となってい




えることができる。よって、これ以降に扱う数値計算では、 f2 7r J の数値解を採用するこ
ととする。
なお、 3 次元修正係数んに関する解析解との比較をFig.3.7.4に示しておく。同図におい
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L/B 
Fig.3.7.4 3 次元修正係数んに関する解析解との比較























L/B = 11.0 



























L/B = 11.0 

















Co{P) = 2~τ 
L/B = 11.0 





















































L/B = 11.0 
B ニ 100.0mm 






















































る数値解析を行った例として文献62) ,43) (if， 1984， 1985)があり、弾性振動モードについて特
異点分布法による数値解析を行った例として文献44) (著者~1988)がある。そして、両者の数
値解は共にHavelock38) の解析解とは異なる結果となっているのが特徴である。これは、文








































































る。この 2 点の理由から、 LIB=11.0の場合の比較を Table 3.7.6 に示す。ここで、 T3がま無限
水深での運動エネルギ最大値、 T3shlは浅水域合hallow}での運動エネルギ最大値を示す。な





Table 3.7.6 各種振動モードにおける浅水影響 (LIB=11.0) (運動エネルギ)
水深喫水比 剛体上下振動 2 節上下振動 3 節上下振動 4 節上下振動
hlT BEM 解析解38 BEM 解析解38 BEM 解析解38ノ BE恥f 解析解
T3shilG, 4 T3shlit, 1inf T3dl1〆3mf T3sぢ243EFt/ Havelock Hαve 10 ck Havelock 
4.0 1.0./4 1.041 1.017 1.027 1.011 1.027 1.007 
2.0 1.196 1.165 1.126 1.110 1.114 1.107 1.101 
1.5 1.381 1.292 1.262 1.195 1.253 1.191 1.242 
1.3 1.549 1.389 1.384 1.260 1.380 1.254 1.374 
1.2 1.688 1.457 1.484 1.305 1.483 1.298 1.483 
1.1 1.915 1.54-1 1.643 1.363 1.645 1.355 1.658 










































|ら仰 2ff J 
(運動エネルギ)各種娠動モードにおける浅水影響 (h/T=1.5)Table 3.7.7 
L/B = 11.0 







































全長全幅比 剛体上下振動 2節上下振動 3 節上下振動 4 節上下振動
L/B BEM 解析解38ノ BEM 解析解38ノ BEM 解析解38ノ BE乱f 解析解TJs，ぢ'ζ3inf T3shijIr 3吋・ T3s位13凹f T3shl1, 1M Havelock Havelock Havelock 
5.0 1.384 1.225 1.204 1.177 
6.0 1.385 1.238 1.217 1.193 
7.0 1.385 1.248 1.228 1.207 
8.0 1.384 1.254 1.238 1.219 
9.0 1.383 1.258 1.245 1.229 
10.0 1.382 1.292 1.261 1.195 1.250 1.191 1.236 
11.0 1.381 1.292 1.262 1.195 1.253 1.191 1.242 
12.0 1.380 1.292 1.263 1.195 1.256 1.191 1.247 



































































































































L/B = 11.0 
B = 100.0 mm 
x 
h/T=1.1 
岸距半幅比 剛体上下振動 2節上下振動 3節上下振動 4 節上下振動
w/b T3w&s / T3inj T3w&s / T3inj T3w&s / T3inj T3w&s / 乃inj
。。 1.381 1.262 1.253 1.242 
4.0 1.382 1.263 1.253 1 ‘ 242 
2.0 1.460 1.303 1.288 1.271 
1.5 1.638 1.399 1.372 1.345 
1.3 1.821 1.498 1.458 1../22 
1.2 1.979 1.583 1.531 1.488 
1.1 2.244 1.724 1.648 1.595 













































B = 100.0 mm 
L/B = 11.0 
h/T=1.5 
x 
w/b =1.1 同表で、 T3injま無限水深で、の運動エネlレギ最大値、 TJw&sは岸壁浅水域6伽ゲ~shallow)で、の
運動エネルギ、最大偵をポす。岸壁に近づくにつれてその影響は大きくなり、高次モードにな
るほどにその影響は小さくなることがわかる。その械子を、剛体上下振動と 2 節上下振動に
ついてFig.3.7.11 に示す。同凶において、剛体上下振動モードの数値解をO印で、 2 節上下振
動モードの数値解をム印で示している。実線および破線は数値解を通るようにづ|いた近似曲
線であり、破線は浅水影響のみをぷすもので'Fig.3.7.8の数値解と rJJ じ曲線、実線は岸権浅水
影響を表すもので Table 3.7 . 8 の結果を描いたものである。 1 点鎖線はh/T=1.5の剛体モード
















































































B = 100.0 mm 













B = 100.0 mm 




















































































る減衰力に最初に着目したのは文献27) (Stokes， 1850)であろう。 Stokes近似支配方程式(2. 1. 5)
とはこの文献27) にて使われた近似であることから、そう呼ばれているものである。そし
て、この文献27) の無限平板の水平振動による粘性流体の挙動について解析された部分を引

























ば、 Stokes近似支配方程式(2. 1. 5)から層内での流体速度分布を決定することができる。さら
に、層内流体速度から散逸エネルギを計算することができるようになる。
L/B = 11.0 
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と仮定しているが、これをVn(Q) とおけば、境界層内の速度ベクト lレ1V(Q， z;t) はVb 0αみと Vn(Q) と
の和として、
1V(Q,;;t) = [ Vb(Q，;) 十 Vn(1ω } eﾆt (4.1.1) 
にて表すことができる。
一一 88 一一
ー方、境界層内の圧力P(Q， z;t) は境界層外端での圧力と等しいと仮定しているから、 (3.2.5)式
より、
P(Q,z;t) 一入 ρφ(0) e ﾆ t (4.1.2) 
となる。上 2 式を、 Stokes近似支配方程式(2. 1.5)






-.. [Vb(Q，Z) 十 Vn(Q)} = - grad[ øω/ 十 V'2[Vb0αみ十 Vn(Q)} (4.1引lノ
となる。さらに、上式右辺の'gradientの項は境界層外端における速度ベクトルを意味するも
のであるから、
grad[φ (0) ) Vp(Q) 十 Vn(Q) (4.1.5) 
である。上 2 式により、境界層内支配方程式(4.1引は、
A 
- vb (iα z) 
lノ
λ 





















一UM (4.1.7) -1 
を得る。上式右辺第 l 項のv ，lQ)はポテンシャル問題の解によって既知となるから、未知数p 















一 A - Vn (，ω 
νr 
A 
-;-Vb(Q,Z) (4.1.7) -2 
となって、関数Vb伶Z)は、一般解としてe士 az の形式の解を持つこと、及びVp(Q)なる特解を
持つことがわかる。ここで、
&ニ g (1 十 i)fK (4.1.8) 
である。なお、上式では(3.2.1)式にて定義した À =iω，i=/-Iの関係を用いている。そし











Vb(Q,Z) véω (αt z= 0) (4.1.11) -1 
Vb(Q,zJ Vp(Çり (αt z= ∞) (4.1.11) -2 
とおけば、微分方程式(4. 1. 7)の解は、

























































Fig.4. 1. 3 砂平面における勇断応力の成分













」ノw 戸wν (4.1.14) 
Stokes近似によって無視された変動調波成分による影響、ひいては乱動による影響を、上式
を利用して補おうと考える訳である。そして、勇断応力の式(4. 1. 13) における動粘性係数 ν
を見掛けの動粘性係数 JJ w~こ差し替えて、
3Vh(Q.Z) 
T bw(Q,z) = ρνw ぺ
oz 
(4.1.15) 
にて明断応力 T bw(Q， z)を再定義することとする。これは、速度分布の式(4. 1. 12)では動粘性係













一 a e αzivp(Q)-vdω] (4.1.16) 
oz 
であるから、勇断応力 Tbw(Q， z) は、
τ bw(Q，z) 二 ρνwα e αz [vp(QJ - vs(QJ } (4.1.17) 
となる。ここで、 z=Oとすれば、船体表面に作用する明断応力 Tsw(QJを得ることができて、








V戸(Q，z) e-ßw αz [Vs(Q) - Vp(Q)} 十 Vp(Q (4.1.19) 
なる関数vβ(Q，z)を定義し、これを修正速度分布と呼ぶことにしよう。この関数は、 Fig.4 .1 .4
に示すように、 ßw>l.Oの範囲においてβwが大きくなるほどに境界層内壁面近傍での速度
勾配も大きくなる特徴を有するものである。よって、乱動による影響を表すためには好適の
特徴を持っていることがわかる。見掛けの動粘性係数 JJ wを用いない明断応力の式(4. 1. 13) に
上式を代入すれば、
r b(Q,Z) - ρν メタW3 eーん，c(Z [V s (iω - vp(iω/ (4.1.20) 
となり、さらに、 z=Oとすれば、船体表面に作用する勇断応力 TlQ)を得ることができて、







Figι 1.4 修正速度分布Vβ (Q，z)
94 
となる。上式は、見掛けの動粘性係数 νwを用いた場合の船体表面の明断応力 Tsw(Q)の式(4.































曲面上に点Qを始点とする微小弧長dsを考え、その絶対座標系に対する成分を (dx， dy， dzJ と















ー-Q ds2 一-\ 2 
Fig.4.1.5 曲面における単位接線ベクトルと微小弧長命
曲面上の微小弧長ぬは、
ds2 ーの2 十 ψ2 十 dz2 (4.1.22) 
96 一一
なる関係を満足し、その成分似x，dy， dzJ は曲線座標系のパラメータどl' ご2によって、
dx 
δχ 

















ds2 { (計十(長y十(云y} 
r ox ox oy oy oz oz 1 ナ 2dご1 d ど2 ~ 一一一一一一千一一一一一一千一一一一一- ~ 
l of1 of2 0 ど1 0 ご2 0 ご1 0 ご2 J 
ナ dご22
なる関係が得られる。









































う1(1ω| |斗 11 れい 11 ?1 
Vplfω= 
φ2 
Sp21 Sp22 . . Sp2K 11 ~ ~ (4.1.29) 
。 。 。 . . .'O 。 I IφK 
となって、境界層外端の速度ベクトルVp(Q)の局部斜交座標系における成分Vp1 (Q)が得られ
る。右上添字lは 3. 1 節の定義に従って付けたもので、局部斜交座標系における成分であ
ることを示す。なお、 Vn(QJは接平面に平行な速度ベクトルであるから、法線方向に相当するp 
上式中辺第 3 行はゼロとしておく。それに合わせて上式最右辺マトリクスの第 3 行もゼロと
しておく。そして、上式の関係を、
Vplfω [Sp) { φ} (4.1.30) 












{φ} 一 入 [AiB} {uw} (4.1.31) 
を得る。上式を、 vp(QJの局部斜交座標系における成分vplωの式(4.1.30) に代入すれば、
Vp
1 (Q) 入 [Sp} [AiB} {uw} (4.1.32) ー 1
3X1 3 xkmax kmax x3Nm似 3Nm似 Xj




mにこのような節点が2 つ含まれていたとすれば、 [S〆のサイズ、は3 X(kmax -2) となる訳で、あ
る o この仕max -2)~こ相当する節点数、即ち、 [AiB}を減次節点数Nminのサイズで表している場
合の要素mの減次節点数をあらためて弘前と定義すれば、上式は、
Vp
1 (Q) 入 [Sp} [AiB} {uw} (4.1.32) -2 
3X1 3 Xk_:M k_:M x3N_~v 3N_~v X 1 mm ~mzn 
となる。なお、減次節点数Nmin とは、 3. 6 (3) 節にて定義したものである。
以上によって局部斜交座標系における速度ベクトルを得ることができたから、次は、これ
を局部デ、カルト座標系に座標変換することにする。座標変換式(3. 1. 26)により、
Vp (lω VP2fω = [T1} Vp1 (1ω 
3X3 
(4.1.33) 
を得る。上式で、 Vn2(Q) とはV.Jiωの局部デ、カルト座標系における成分を表すもので、右上添P ''C/ - .~rp 
字2は 3. 1 節の定義に従って付けたものである。そして、境界層外端の速度ベクトルVp(Q)
は局部デ、カルト座標系における成分で記述されているものとして定式化を進めてきたから、
Vp2(Q) とはう(Q)そのものを表すことを示している。なお、 vp1 (1ωの第 3 行はゼロであること
から、 [T1)の第 3 列は計算結果に寄与しないことがわかる。従って、 [T1}の 3 行 3 列目の成
分1.0をゼロとみなして計算しても正しい解が得られる。即ち、 [Tj}の成分(3. 1.28)の特殊性
を閤酌すれば、 [T1}の第 3行及び第 3 列を考慮する必要がない訳である。
一- 99 一一
Vwx I I N1 0 0 : N2 0 0 : ...: NK 0 0 Uw1 
I I I Uw2 
これ







?--ι 、パ (4.1.34) 
を得る。上式によって、境界層外端の速度ベクトルVn(QJは完全に定まったこととなる。p 
を絶対座標系において作図したい場合には、座標変換式(3.1.26) により、
VpO(1ω- [TOJ -1 Vp2(iω 
3X3 
(4.1.35) 
を得てから作図することになる。ここで、 VnO(QJ とはVn(Q)の絶対座標系における成分を表すP I'<J ~ '~'p 
ものである。なお、逆行列[TOJ -1 には、
















λ L Nk(Q) Uwk 
k=1 
(4.1.37) 
と表すことができる。節点変位Uwkが絶対座標系における成分で与えられるから、 v \1介Q) も





VwO(iω λ [NwJ {Uw} (4.1.39) 
3X1 3 x3k_~v 3k_~v X1 max ~'~max 
と表すこととする。上式を、座標変換式(3. 1.26)により、局部デカルト座標系に座標変換す
れば、
Vw2(，ω = [TOJ VwO(Q) = ﾀ [TOJ [NwJ {Uw} (4.1.40) 
3X3 3 x3 3 x3k_~v 3k_~v Xj mαx ~~m仏工
を得る。上式で、 Vw2(Q) とは船体表面そのものの速度ベクトルの局部デカルト座標系におけ
る成分を表すものである。しかし、これは法線方向の速度成分も含むために、まだ、 Vsfoω と
等しいものではないo Vsωは接平面に平行な速度ベクトルであるから、 vw2(QJの第 3 行をゼ
ロとしたものこそがvéωに等しいものとなる。そのような作用を有する座標変換マトリクス
を[T2Jとすれば、 [T2Jとは[Tolの第 3 行をゼロとしたものである。(3.1.27)式の記号を用いれ
ば、
T n エlX nλ~ n;z nxO 
[T2J = ~ T n? nyy n? nyO 
()T 。 。 。
(4.1.41) 
である。このf乃J:を用いれば、
vs(Q) = [らJ VwO(Q) λ [T2J [NwJ {Uw} (4.1.42) 






状態速度分布式(4. 1.] 2)あるいは修正速度分布式(4. 1. 19) に代入すれば、変位の関数としての
速度分布表示を得ることができる。
層流状態速度分布の場合には、
Vb(Q,z) 入 e αz [[T2] [Nw] {uw}-[Tj] [Sp] [AiB] {uw}J 
十 λ [TjJ [斗 } [AiB } {uw} (4.1.43) 
となり、修正速度分布の場合には、
V ß(Q,z) 入 e-ßw αziiT211hwl{ん}一 [T11ikpli入iBJ {uw} } 







(Fwc(t) } {/wc} e 入 t (4.2.1) 
と表す。また、節点滅衰力(Fwc(t)}は節点速度に比例して作用する力であるから、その比例
定数としての減衰マトリクスを[C]とすれば、
(Fwc(t) } 一入 [C] {uw} e 入 t (4.2.2) 
となる。上式右辺の負号は、節点滅衰力(Fwc(t)}が船体表面に作用する外力であることを示
すものである。そして、上 2 式から、







Re [ 入 {uw } T e 入 t] Re [ -{f wc} e 入 t]




















= cu2 [[ (UwR) T [C} (U wl) 十 (Uw 1)T [ C} (uご)} sin ωt cos ωt 
十 :シい{れ(Uwl) T [ 山J心ド}トH一寸{州 Tη[C引]川C∞OωS 




E~ = c /τιc(t) dt 
fl dt 



















σx め'dz εx dx (4.2.7) -1 I 'lyz = 'l' zy 'lx 
'l' zx 'l xz 'ly 
σydxdz εy 4.ノv (4.2.7) -2 'lz 
σzdxdy εzdz (4.2.7) -3 Fig.4.2.1 微小直方体に作用する応力の成分
と表せる。次に、 x，y， z軸に垂直な面をゆがめる作用をする明断応力を z、明断歪速度を y と
おいて、これによる単位時間あたりの仕事は、それぞれ
τx dxdz yxdy (4.2.8) -1 
τY dxdy yy dz (4.2.8) ー2





σvε 十 σε 十 σεx~x' ~y~y 
十 7' y Y 十7'lJ Y 十7' 7 Y Y I Y (4.2.9) 
と表すことができる。ここに応力ー歪速度の関係を利用すれば、一般的な表示式川一
d -peh-4ρνeheh + 2ρν(εJ+εJ 十 ε三)
十 ρ )J ( Y X2 十 yy2 ナ YZ2 ) (4.2.10) 
を得る。ただし、 ehは体積歪速度を表す。上式は、文献27) (Stokes， 1850)で現れ、そこで初め
て示されたものと思われる。今考えている流体は非圧縮性であるから、体積歪速度ehはゼロ
である。従って、上式右辺第 1.2 項は消失し、粘性係数 νが掛かった項だけが残ることと
なる。粘性係数 νが掛かる項は散逸エネルギを表しているから、流体になされる仕事は全て
散逸エネルギとなって熱に変換されることとなる。即ち、非圧縮性とした時点で仕事イコー
ル散逸エネルギとなる。そして、見掛けの動粘性係数 ν を用いた場合には、w 
dW(t) 一一 = ρ 九 [2 (εX2 十勺2 十 εZ2 ) 十 ( YX2 十 yy2 十九2)J
dt 
(4.2.11) 
となる。また、明断応力ベクトルの式(4. 1. 13) ， (4. 1. 15)を得た際に境界層内速度分布の法線微
分項だけを考慮した経緯を思い出せば、直歪の項は無視することができる。さらに、勇断歪
の項のなかでも法線微分項だけを考慮すればよいから、




竺竺 =ρνw Re(斗Teλ t) Re(呉ιeλ t)m ? ? 
上式右辺のベクトル項にVb伶z)の微分式(4. 1. 16)を代入して虚数部分を整理すれば、
三学 e Àt - ?e-?.? [VlJ(QJ-Vs(Q)} eﾀt P ? 
(1+i) e i (ωt- αz) ・ ae- αz ・ [Vp(QJ - Vs(Q)} 
となる。ここで、 σ e- azは実数で、その他は複素数である。また、
A (1+i) e i (ωt 一 αz)







Re(斗e Àt) = 
oZ 
Re( α e- αz ・ AJ!J)





=ρνwα2 e-2 αz 十 団 T十 A*lB* T) (必ナ A*lB*) 
を得る。上式を展開するときのために、
AA 2i e 2i (ωt- αz) 
A*A* -2ie-2i (ωt- αz) 









w=j:j7TL 必 (4.2.19) 
を得る。上式に (4.2.17)式を代入して時間に関する積分を実行すれば、 AA*およびA*Aの項だ
けが残って、
Eq(Q) ρ ん I a2 e -2 az d; _!_ (l!J T l!J* 十 l!J*切
J O αJ 
となり、法線方向の積分も実行すれば、






( !lJT !lJ* 十 B*TBj-fv TV *ナ V*Tvj 十 (V.. T V..* 十 V ネ TV.) '~p ~p ~p ~p/ , ~s (4.2.25)式を (4ユ24)式に代入して、上式のマトリクスを利用すれば、
-f fv TV *十 V*TV j 十 (V..TVn * ナ V..* T Vn) J (4.2.22) s/ "S ~p 's ろω=μwG77ω2 [( (U山 Tfdll//u山十 fuwl) T [ゐ1J (uwl) 
となり、さらに、 v の実部をV~R 虚部をvJ 同様にv の実部をVß、虚部をvJとすれば、p---'_....,- "-~p 、 P 、 s-- ..."......-,- '-. s 十 ( f ~w R ) T [Q 00 J (んR) 十/んIjTfdoo//ん1) ノ
(!lJ T !lJ* 十 !lJ *T!lJ) 2[(VnRTVnR 十 V/ T v/) 十 (V..R Tv ..R 十 V I TVsfj/ 
- L '~p 'p ~p'p / , 'S 
-2ffvPR TvsR 十 VpI TvsIj 十 fvsR TVPR ナ V/ T vpI ) J (4.2.23) 
ι 
- ( (uwR) T [Ql0J (~wR) 十 /uwfjT fdloffdwIj ノ
(4.1 .10)式 ( (~♂)T[ふJT fUwR) 十 {iJ}T[むIJOJT f uwl ) ) ] 
(4.2.27) 
となる。上式を (4.2.21)式に代入して、 (4. 1. 10)式によって σを書き換えれば、
明ニ ρνwJZfffvpRTVpR リハ1) 十印sRTVshvsITVsI
- [(vnRTv/ 十 v.，IT v/) 十 (v..R TVnR 十 V/T v/ ) J/ (4.2.24) P ~s/ "S 'p 's ~P/ J 
を得る。これによって、 Eq(Q) も変位の関数として記述されたこととなる。上式を観察すれ
ば、 νw と σだけが流体の粘性に関わる値であり、その他は粘性とは全く関係のない値であ
ることがわかる。そして、 [QJJJ、 [0001、 [QJo1はそれぞれポテンシャル流場による影響を表






振動問題においてはEq(Q) も変位の関数としておく方が都合がよい。そこで、 (4. 1. 34)およ
び(4. 1.42)式の関係を利用してEq(Q)を変位の関数に書き換える。これらの式より、
ー
VpR(Q) 一ω [TjJ [Sp J [ AiB J (uwI) (4.2.25) -1 
Vpl(Q) 
司v ーω [TJJ [SpJ [A沼J (u♂} (4.2.25) -2 
司V
VsRfQj 一ω [T2 J[NwJ (uwI) (4.2.25) -3 
V/(Q) 
内w
ω/乃J{NwJ (uwR) (4.2.25) -4 
なる関係を得るから、次に不すマトリクスを準備しておく。
ー ー ー ~ ~ 
[Q11J [ AiB J T [Sp J T [TJ J T [TJ J [Sp J [AiB J (4.2.26) -1 
ー ~ 縄旬 内w
[Ql0J [AiBJ T {SpJT {TjJ T [T2J {NwJ (4.2.26) -2 
ー 崎ν 内W
[QooJ [NwJT[T2JT[らJ (NwJ (4.2.26) -3 
一一 108 -
なお、上式を視察すれば、粘性による影響を表す項はよIW aなる乗算となっていることに
気づく。ここで、 1J wのことを (4. 1. 14)式にて定義した倍率係数βwを用いて νβwと書き換え
れば JJwa は νβw a となって、 ν にメ]w aが掛かったものと理解することができる。これ
は、単位時間あたりの仕事の式(4.2.11)の段階において、見掛けの動粘性係数 νwを用いず、に
本当の動粘性係数レで表して、速度分布として (4. 1. 19)式の修正速度分布Vβを採用した場合
と同じ結果となることを示している。具体的にかけば、




-ρν Re(子;AtjReqeAリ (4.2.28) 
一一 109 一一
を計算のスタート時点としても良いことを示している訳である。上 2 式の違いは、 νwが u




円ω= 7[ωん ρνJ デ~[( {UwR) T (QllJ (UwR) 十 (Uwl) T (ιjJ (Uwl) ノ, 21ノ
十( (~wR) T (ゐooJ (~wR) 十{山) T {QOOJ (日))
- ( (U w R ) T {Q j 0 J (U wR ) 十 { U}ρ 








{TjJ T {TjJ nil nil T 十 n;l n;l T 十 nz1 nふ T (4.2.30) 
となる。ところが、 fνの作用により {T1Jの 3 行 3 JIj目の成分1.0をゼロとみなして計算して
もよいことを (4. 1. 33)式の段で述べた。従って、 nzlをゼロベクトルとみなしでも良い訳で、









{T1J T {ら/=nil njoT 十 nJ1 40T 十 n~ 0 T (4.2.32) 
となる。この場合には、上式右辺第 3 項は必ずゼロとなるから、




{T2J T {ら/=nJonjoT 十 njonJoT 十 o OT 
となる。この場合にも、上式右辺第 3項は必ずゼロとなるから、







上記によって定義された{T11J 、 {T1 ol 、 {Toolを用いて{QllJ 、 {Qo〆、 {Qlolを表しておけ
ば、
-
{QlJJ { AiB J T {Sp J T {Tl J {Sp J {AiB J (4.2.36) -1 
3NmαxX3N 
，、
{Q10J {AiBJT {SpJT {TjOJ {NwJ (4.2.36) -2 
3Nmax x3kmax 
ー









さて、 (4.2.29)式によって得られたEn0ωは、点Qにおける単位面積、 1 周期あたりの散逸エq 
ネルギであるから、これを要素m上で積分すれば 1 周期あたりの散逸エネルギEmを得ること
ができる。前述の如く速度分布修正係数βwを一定値として扱えば、 ßwと節点変位とは共





! [QllJ dS(Q) = [入iBJ T ! [ Sp J T [Tn J [むJ dS(，ω [A制問
!1SH !J.SH 
3Nm似 X3Nmax 3Nmax xkmin k_:_ xk mm. '~mzn kmin x3Nmω 
となる。ここで、 !1SHは船体表面の微小要素であることを表す。そして、各マトリクスのサ
イズは減次節点数ぺ





[ Sp J T [Tn J [Sp J 
















' j;図 1 X1 
1 xl k_:_ xk mm. ..m kmin x3 3 x3 3 xkmin ,,, 
N_:_ xN mzn. "mm 
Fig.4.3.1 [Sc11Jの成分と拡張マトリクス[ScmnJ






Spk(i.m) T [Tl J SpkO:m) 






にて与えられる訳である。その様子も Fig.4.3.1 に示しである。 [ScmllJの i行j列目の成分を
β'cm llJ ijと表せば、
[S・'cmllJij= [SCllJij - Spk(l;m)T[T]JJSpkO:m) (4.3.4) 
1 Xl 1 x1 1 x3 3x3 3xl 
となる。なお、節点iと節均「が同じ要素m上にないときには、上式右辺をゼロとせねばなら
ない。この場合をゼロとすることにより、 μiBJをもμiBJに拡張できることとなって、
! [Qml J dS(Q) - [AiBJ T! [Scm]J J dS(，ω [A副
!1SH -!J.SH 
(4.3.5) 






[QllJ = L I [Qm11J dS(Q) = [A沼J T [Scll J [A沼J (4.3.6) 
3Nmax x3Nmax m =1 
-!1SH 3Nmax XNmin Nmin xNmi・'n Nmin X3Nmω 




















J XJkmax JXJ kmin xJ k_;_ xJk_~~ mln" " ''max 





















(4.3.8) dS(iω j ふ{im)T{T111Mm







そして二 [Splの第k~1jのベクト}レをSpk、 [Nwlの第k号、香巴のマト 1) クスを[Nwlkとおく。
で、川wlkとは、 3x3なるサイズの単位行列を仰とすれば、 (4. 1. 38)式より、
Nk?:m) [11 







にて表されるものである。さて、 βc101の行節点k(i， m)、列節点、k(j， m)にある行ベクトルの成
分を[Sc101ijと表せば、次に、 [Q101の積分について考える o [Q101に含まれるμ沼/も積分には関与せず、積分記号
の外ヘ出すことができるから、
f ~む101 dS(Q) 
t1SH 
JNm，似 XJk
(4.3.12) Spkιm} T [T101 [Nwl k(j, m} 
1 xJ JXJ JXJ 
[Sc101 ij
1 xJ 











JN_~~ xk max '~mzn 




(4.3.10) [Spl T [T101 [Nwl 




















(4.3.14) dS(iω [A沼JT I [Scm10J 
t1SH 
Nmin xJN, 
I Z Qm10J dS(Q) 
t1SH 
JNm似 XJNm，似












? ? ? ?ffuA
均










t-----j 小10J dSω 
m ニ1 t1SH 
(4.3.19) {NwJ T [TOOJ [NwJ 
JXJkmax JXJ Jkm似 XJ
[ScooJ 
Jkm低 XJkmax













N_;_ x3N mm ~"max 
(4.3.20) [ NwJk(l伐~m) T {To，ω0 1 {NwlkOι~ m. 
























































{Scm001ij= {Sc001ij ニ Nk(i，mJ Nk(j, m} {Tool (4.3.21) 
3X3 3X3 }X} }X} 3x3 
となる。なお、節点iと節均が同じ要素m上にないときには、上式右辺をゼロとせねばなら
ない。これによって、 β'coo1をβcmoolに拡張した積分を計算できることとなって、
I~~町/必ω=fsmol dSω (4.3.22) 







L I {QMool dS(QJ = {Scoo1 




































= L I Nk(~m} Nkιm} (Tool dS(Q) 












十 ( {u♂)T{Qω {u♂}十 {uwl)T (Qool (UWI)) 
- ( (Uw
R) T (Ql01 (UwR) 十 (U wJ ) T {Q101 {U.ρ 




[QsHl {Q11 1 十 [Q∞1 - ( [Ql01 十 [Q川 T) (4.3.27) 
一一 119 一一
なるマトリクス{QSJ}を定義することができる。そして、上式右辺第 1 ， 2 項の{QllJおよび
{Qoolは対称行列であり、第 3項の([Qjol 十{QJ(Jりも対称行列となるから、 [QSHJは必ず、対称
行列となることが知れる。 上式を用いて船体表面での散逸エネルギESHを表せば、
ESH ニ πωβwρν巳[r吋} T [QSHJ rり} + r uwI} T {Qs山
となる。上式は、一般の減衰マトリクスによる散逸エネルギの式(4.2.6) と全く同じ形をして
いることがわかる。従って、上式と (4.2.6)式とを等賀すれば、 NPちESH とEc とを等しいとお
けば、船体表面での散逸エネルギが等しくなるような減衰マトリクスを得ることができる。
この減衰マトリクスのことを等価減衰マトリクスと呼ぶことにして{CSHJとおけば、


























4πφb(P) ん 3 Gw(p，di￠ω" (φfω yy . - - Gw(p，ω ー一一~ ) dS(Q) 
J.)H d n(1ω d n(1ω 
(4.3.30) 























M山 ~~ k山 ~~
川山 川山 1 r aGw(i,Q) 
L L ?k A ~ / Nk(Q) つ日 内
m =1 k = 1 ""T ,/1, ~ t1S H σ fl~ω 








となり、 Fig.3 .5 .6 と同様に要素を節均に属するグ、ループとみなせば、
Mω 
Aι. .士三ヤ( ^'ω3 Gwaωn 
U tJ4Z4d j tvkιm)!W 合 nωfω










ヱ Ab ij φ (j) 
Nmax 




{φb J (4.3.35) [Abl { φ} λ [BbJ {uwJ 








{φb} 入( [Abl [Al-1 [BJ - [BbJ) {uwJ (4.3.36)_1 
となって、速度ポテンシヤル{Ø〆が節点変位ωJの 1 次関数として表されることとなる。
上式右辺の()内部をμ沼Jとおいて、
[AbJ [AJ-1 [BJ - [BbJ (4.3.36}_2 
λ [AiBbJ {uw) 

























(4.3.42) Spb k(~m) T [Tbll 1 Spb kO:m) 
1 xJ JXJ JXl 




















(4.3.43) Spbk(i,m) T [TbllJ Spbk (j, m) 
1 xJ JXJ JXl 
[Sbl1 J ij
1 xl 
[SbmlJ ij = 
1 xl 






kmaxと表している。 (4.3.44) [ AiBbJ [AiBbl T I [Sbmll J dSω 
llSWB 
NwbXNwb 








(4.3.41) [SpbJT [TbllJ [SpbJ 













L I [Q♂11 J dS(<ω- [AiBbJ T [Sbll1 [AiBbJ 
m =1 
-




























要素のグ、ループを考えれば、 [Sb11Jのi行j71J目の成分を[Sbll}ifと表して (4.3 .43)式を利用する
ことにより、











= L I Spb k(i, m) T [Tbll J Spbゆn) dS(1ω 









EWB = I Ebq(Q) dS~ω 
-Sw十SB
= 7[ ωん ρ 吋デ~[ {UwR} T [QbllJ {UwR} 十 {UwI } T [Qbll J {UwI} J , ;! 1ノ n' --&/.1..1. n' 
(4.3.48) 
となる。上式は、一般の減衰マトリクスによる散逸エネルギの式(4.2.6) と全く同じ形をして
いることがわかる。従って、上式と (4.2.6)式とを等置すれば、t!PちEWB とEc とを等しいとお
けば、岸壁水底表面での散逸エネルギが等しくなるような減衰マトリクスを得ることができ
る。この減衰マトリクスも等価減衰マトリクスと呼ぶことがで、きて[Cwslとおけば、










[CSHJ 川νJZ IQSHj (4.3.29)再記
であり、岸壁水底表面に対しては、




[CwJ (4.3.50) [CSHJ 十 [CWBJ
で表される[Cwlが、流体による粘性減衰マトリクスを表すこととなる。従って、船体表面に
作用する減衰力ぴ"wc} は、 (4.2 .3)式より、











計測するためには、 2種類の実験を行わねばならない。その第 1 は模型が空中にあるときの























n 入 tJL t:; 








E L(t) dWL(t, 
dt 
Re [ fL e 入 tj Re [ 入 UL e λ tj 
となる。上式において加振点変位ULの実部をULR、虚部をU/とおけば、
E L(t) = ωfL (u/ cos2ωt 十 ULR sin ωt cosωt) 
(4.4.3) 
(4.4.4) 
を得る。これを 1 周期で積分すれば、 1 周期あたりの入力エネルギELを得ることができる。

















(入 2[M} 十入 [C}+[K}){u}= {f} (4.4.6) 
( 1 )計算例
回転変位による影響も考慮した計算を行うために、 3. 7 節と同様に文献32) (松減1960)
の変位分布に従う。まず、無限水深にて回転楕円体の数値計算を行った。その結果得られた
流体中での散逸エネルギの値を Table 4.5.1 に示す。なお、 1 周期あたりの散逸エネルギから
周波数成分を除いたものをEとおき、いずれも無限水深(infinite) における計算値であること
から、 Eには添字ポ付けている o Eを式で表しておこう。 1 周期あたりの散逸エネルギEcは
このとき、振動方程式は、
となる。ここで、変位ベクトルルjおよび励振力ベクトル仰の実部と虚部を、それぞれ、
{u R}, {uりおよび[jR}，f/} と表すこととする。そして、上式を変形すれば、
Ec - J[ ω [{uwR} T [C} {uwR} 十 {u wl} T [C} {uwり/ (4.2.6)再記
ω { uR } T [ C} {uR} = { uR } T ( ω2 [M) -[K} ) {u l } 十 {uR } T {f } (4.4.7) -1 
であり、減衰マトリクス[C}としては
ω { ul } T [ C} {ul} = {ul} T ( [K) - ω2 [ M} ) {uR} - {ul} T {.r} (4.4.7) -2 
[Cw} [CSH} 十 [CWB} (4.3.50)再記
なる 2 式を得る。
の左辺[C.)を用いる。そして、上式右辺には;-{ωノが含まれているから、




E z云川川 (4.5.1) 




なる関係が得られる。ここでも、 Ecは 1 周期あたりの散逸エネルギである。従って、上式
に、 (4.4.7)式を代入して、仰1，[K}が対称行列であることを利用すれば、
一一??? ω ..[{;)E (4.5.2) 





ρ - 0.9991 x10-6 (kg/mm3) 
















Table 4.5.1 各種振動モードにおける散逸エネルギ'Einj (無限水深)
(B=100mm) 
剛体上下振動 2 節上下振動 3節上下振動 4 節上下振動
Einj (kgmm0ぶ) Einj (kgmm0ぶ Ei可 (kgmm0ぶ) Ei吋 (kgmm2/.rs
Co{P) 2π Co(P) 2π Co{P) 2Jr Co(P) 2Jr 
0.265564 0.277865 0.015607 0.016147 0.004020 0.004127 0.001060 0.001079 
0.322422 0.337368 0.018891 0.019607 0.004791 0.004945 0.001235 0.001266 
0.378960 0.396589 0.022267 0.023160 0.005607 0.005808 0.001428 0.001472 
0.435962 0.456281 0.025763 0.026829 0.006467 0.006714 0.001635 0.001691 
0.492821 0.515831 0.029299 0.030539 0.007348 0.007640 0.001851 0.001919 
0.549687 0.575389 0.032875 0.034288 0.008246 0.008584 0.002074 0.002154 
0.606919 0.635335 0.036513 0.038099 0.009167 0.009550 0.002304 0.002396 
0.663766 0.694876 0.040134 0.041894 0.010088 0.010516 0.002535 0.002639 
0.720591 0.754393 0.043768 0.045701 0.011016 0.011489 0.002770 0.002885 
さて、 Table 4.5.1においても、外側立体内角を正確に計算した場合を 1CO(p)j の欄に、こ





12 Jrj を採用したから、ここでも '2 Jrj を採用することにする。
次に、 LIB =11.0の場合について散逸エネルギの浅水影響を調査した。 1 周期あたりの浅
水域(shallow)散逸エネルギの=ら周波数成分を除いたものをEshlとおき、これをEinjで、除したも
のを浅水影響係数Ec-I.，/E として定義する。各種水深について、船体表面および、水底表面のshV ﾜinj 










Table 4.5.2 各種振動モードにおける浅水影響 (LIB=11.0) (散逸エネルギ)
水深喫水比 剛体上下振動 2節上下振動 3 節上下娠動 4 節上下振動
hlT 船体 水底 Eshシ'ぺf 船体 水底 EshlL, iFd 船体 水底 E~r. l ゆ“￡I 船体 ノk底 EshlL, hf (%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) 
4.0 99.6 0.4 1.046 99.8 0.2 1.013 99.9 0.1 1.007 99.9 0.1 1.004 
2.0 96.5 3.5 1.234 98.1 1.9 1.110 98.3 1.7 1.084 98.5 1.5 1.064 
1.5 91.9 8.1 1.513 95.3 4.7 1.252 95.6 4.4 1.209 95.8 4.2 1.174 
1.3 87.6 12.4 1.821 92.4 7.6 1.402 92.8 7.2 1.343 93.0 7.0 1.297 
1.2 84.1 15.9 2.128 89.9 10.1 1
‘
547 90.3 9.7 1.471 90.4 9.6 1.417 
1.1 78.6 21.4 2.770 85.2 14.8 1.845 86.2 13.8 1.718 85.9 14.1 1.662 
1.0 69.3 30.7 7.223 73.7 26.3 4.072 77.0 23.0 2.835 74.9 25.1 3.239 
Table 4.5.2 の結果のうち、剛体上下振動と 2 節上下振動の様子を Fig.4.5 .1 に示す。実線及び
破線は、各計算ポイントを通るように近似的にヲ!いた線である。
Eshl 
8.0 .Â:~_ ・ 1::::二二1S::::こ---二ご二二ココご:ー 100 % 









2 節-BEM 50 
2.0 40 
1.0 30 










また、 Table 3.7.1に示した計算モデ、ルを用いて、全長全幅比L/Bが5. 0から13.0までの範囲に


































全長全幅比 剛体上下振動 2 節上下振動 3節上下振動 4 節上下振動
L/B 船体 水底
E5hIi Z J 同/ 船体 水底 ESMu, inJ 船体 水底 ESh~ ιinf 船体 水底 EshE l, 出/
(%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) 
5.0 91.8 8.2 1.502 95.8 4.2 1.158 96.4 3.6 1.094 97.1 2.9 1.054 
6.0 91.8 8.2 1.509 95.5 4.5 1.190 96.0 4.0 1.127 96.6 3.4 1.083 
7.0 91.8 8.2 1.512 95.4 4.6 1.212 95.8 4.2 1.153 96.2 3.8 1.109 
8.0 91.9 8.1 1.513 95.3 4.7 1.228 95.7 4.3 1.173 96.0 4.0 1.130 
9.0 91.9 8.1 1.514 95.3 4.7 1.239 95.6 4.4 1.188 95.9 4.1 1.148 
10.0 91.9 8.1 1.514 95.3 4.7 1.246 95.6 4.4 1.200 95.8 4.2 1.162 
11.0 91.9 8.1 1.513 95.3 4.7 1.252 95.6 4.4 1.209 95.8 4.2 1.174 
12.0 92.0 8.0 1.510 95.4 4.6 1.255 95.7 4.3 1.215 95.8 4.2 1.182 





















































(変位 ) 2 
4 2 
散逸エネルギ、の計算値と実験値との比較 (2 節上下振動改8mm相当)
h/T 仁沿 4.0 2.0 1.5 1.2 
実 ピーク周波数(Hz) 366 360 357 355 335 
験 1 周期散逸エネルギ
Ec (Nm) 
4.21 X10-3 2.76 x10-2 1.48 X10-1 2.43 X10-1 3.89x10-1 
Einj あるいは Eshl
0.038099 0.038594 0.042290 0.047700 0.058939 計 (kgmm2jJS) 
算 I 周期散逸エネルギ
Ec (Nm) 
4.20X10-3 4.15X10-3 4.49X10-3 5.02X10-3 5.69x10-3 








それとの和を示すものである。そして、横軸を振幅の 2 乗とし、模型の喫水をT、水深をh と







































































































(入 2[Ms} 十入 [Cs }+ [Ks} ) {u} = {f} 十 {fw} 十 {fwc} (5.1.1) 
となる。そして、上式右辺第 2 ， 3 項に (3.6.22) ， (4.3 .5 1)式を代入すれば、



















(入 2iMl 十 [K}) { χ~e} = {O} (5.1.4) 
である。上式で、 Àeは不減衰系の固有値、 {Ze}はそれに対応した固有ベクトルを表してい
る。次に、第 2 は、 [C}を考慮した自由振動の方程式
(入 l[M} +入 d[C} 十 [K}) { χd} = {O} (5.1.5) 
である。上式で、 λdは減衰系の固有値、 {Xd}はそれに対応した固有ベクトルを表してい
る。そして、上 2 式は6Nstr元の方程式であるが、以降、 6Nstrのことを単にNとかくことにす
る。また、これらの固有値問題を解くにあたって、次の一般固有値問題が威力を発揮する。
(μ [M}+[K}) {φ} {O} (5.1.6) 












μr [M} { φr} 十 [K} { φγ} 二 {O} (5.1.7)_1 
μs [M) { φs} 十 [K} { φs} = {O} (5.1.7)_2 
となる。ここにrヂsとする o そして、上第 1 式の両辺に左側から{ØS}Tを乗じ、上第 2 式の
両辺に左側から{Ør}Tを乗じれば、
μr { φs}T[M}{争r} 十{ゆS}T [K} { ψγ} = 0 (5.1.8)_1 
μs {φr}T [M} { φs} 十{ゆr}T[K}{φs} = 0 (5.1.8)_2 
となる。上第 2 式の転置をとれば、仰7，[K}が対称行列であることから
μr { φs}T[M}{ゆr} 十 {φS}T[K} { ゆr} - 0 (5.1.9) -1 
μs {φs} T [M} { φ r} 十 {φS}T [K} { φ r} 二 E (5.1.9>-2 
となる。ここで、上第 1 式から上第 2 式を引けば、
(μr μs) {やS}T[M}{φr} = 0 (5.1.10) 
を得る。一般にμr乎メtsで‘あるから、
{φSS}T [M} { φr} = 0 (5.1.11)_1 
となる。また、上式を (5. 1. 9)式に代入すれば、




同じ次数の固有ベクトルに対しては、 (5. 1. 8)式にてs=rとおいて、
μγ{φγ} T [M} { φr} 十 {φr}T[K} { φr} = 0 
が成立し、
{φr}T [M} {φr} = mr 
{φr}T [K) { φ r} = kr 
とおけば、 (5. 1. 12)式より
メtr mr 十 kr=O
なる関係を得る。
そこで、固有ベクトル{Ø}を低次から順番に列方向に並べて、行列[Ø)を
[φ] [ {φj} { φ2} ・・ ・・・ {φN} } 
のように定義すれば、 (5. 1. 1 1)， (5. 1. 13)式より、
{φ }T [M} [ φ} = r m J 
{φ ) T [K} [ ψ} = r kJ 
(5.1.12) 










さて、上第 1 式においてmr =l、即ち対角項が全てlになるように固有ベクトルを正規化
しよう。正規化固有ベクトルを {t/J} とおく。そのためには、 r次の固有ベクトルに対して (5. 1.
13)式より、
{ψr) l .r; {φr} (5.1.17) 
一- 143 一一
を満足するようにfμjを定義すれば良いことがわかる。そうすれば、 (5. 1. 13) ， (5. 1. 14)式よ
り、
{ψr) T [M} ( ψr) l (5.1.18)_1 





[ψ] [ (ψ1) (ψ2) .... (ψN) } (5.1.19) 
を定義すれば、 (5. 1. 16)式と同様に、
[ψ}T[M}[ψ] r 1J (5.1.20)_1 
{ψ}T[K}[ψ] rAJ (5.1.20) -2 










(入 fiM] 十 [K}) ( χ~e) = (O) (5. 1.4)再記
は一般固有値方程式(5. 1. 6) と一致するものであるから、固有値については
λ ノ μr= 一 ωr2 fr=lpz----,Nj (5.1.22) 
が成立する。よって、
ﾆe 土 iωr (r = 1，2，・・. ',N) (5.1.23) 
を得る。正の実数ωrはN個あることから、上式は、不減衰系の固有値λeが2N個であること
を示している。従って、 2N個の固有値を ÀerおよびA er*と表すこととして、
λ er 十 iωr (5.1.24)_1 
λ er * -zωr (5.1.24)_2 
を定義する。
一方、固有ベクトルについては、正規化固有ベクトル(t/J)を採用することとすれば、
{χe) {ψJ (r = 1ム... ',N) (5.1.25) 
が成立する。固有値 Àer λer*に対応する固有ベクトルを/JE erj ， /JEer*/ と表すこととすれ
ば、 2N個ある固有ベクトルのうちN個は同じものであるから、
{χ er} {ψJ (5.1.26)_1 








さて、正規化固有ベクトル{t/J} はN次元空間で張られた l 次独立なものであることから、そ
れらの 1 次結合によってN次元空間の任意のベクトルを表すことができる。従って、強制j振
動の式
(入 2[MJ 十 [KJ) {u} {f} (5.1.27) 
の解となる振動変位{u}を正規化固有ベクトル/μjの 1 次結合によって表すことができて、
上式を (5. 1.28)式に代入すれば、振動変位(応答関数) {u}を得ることができて、
{u} 
N 
2: fr {t/Jr} 
{u} 












{と}T = {f1 f2 ・・ ・・・ fN } (5.1.29) 
{u} 
このfごjを決定することができれば、 (5. 1.28)式より、任意の周波数.-1 (=iωノにおいて振動変
位{u}を得ることができるわけである。よって、/ごjを決定することにしよう。 (5. 1.28)式を
強制振動の式(5. 1. 27)に代入して、左側から[r/JJT を乗じれば、
r=1 
??




となる。ここで、右辺分子の{t/J r} { t/Jr} Tはダイアド積を表しており、 N行N列のマトリクス
となるものである。それらの総和が伝達マトリクス[HJを表すこととなって、






{ψr} { ψr} T 
λ2 十 ωf
(5.1.36) 
[HuJ {f} (5.1.37) 
(λ 2rIJ+rAJ){ご} = [r/JJT {f} (5.1.31) 







(λ2 十 ωr2 ) fr {ψ r} T {f} 










{ψ r} T {f} 
.-1 2 十 ωf
ごr (5.1.33) γ =1 
146 一一
ψr (j) T f(j) 
ψ r(i) = 
λ2 十 ωF
??








{ψr) { ψr} T 





















j XN NXj NXN NXN 
伝達マトリクスの成分Fig.5.l.1 
を表せば、 ? ?







( ，，1 一 λer*j 
十
{Rr1 
( ﾀ - λ er) 
L 









積分を行わねばならないことがある。上式の特異点、 Àer ﾀ er *は、まさにそのときの極の位
(5.1.41) 
と表すことができる。この小行夢!J{Hjij・は、伝達マトリクス{Hjの一部分を構成するもので












不減衰系の場合の極配置を Fig.5. 1.2 に示








さて、 (5.1.36)式に示した伝達マトリクス(Hjの分母を少し変形してみよう。 (5. 1.24)式に
より、







fλ-A e r*j 
十
( ﾀ - λ er) 
l 













(入 I{M] 十入 d{C] 十 (K]) ( χd) 二 (O) 
に、 (5. 1.46)式に示した減衰マトリクス{C]を代入すれば、
(μ (M] + (K]) ( χ d) = (O) 
μ 
λ 1 十 aλd





(5. 1.47)を観察すれば、一般固有値方程式(5. 1. 6)
(μ {M} 十 (K}) ( φ} (O) (5. 1. 6)再記
と全く同じ形をしていることがわかる。従って、固有値および固有ベクトルも同じものとな
る。ただし、固有値が一致するのはμに対してであって、 Ædに対してではない。求めねば
ならない固有値はλdで、ある。よって Àdを求めよう o r次固有値μrは全て負の実数で、
μr 一 ωr2 (5. 1.21)再記
とおくことができた。上式を (5.1 .48)式に代入すれば、固有値 λdに関する方程式を得ること
ができて、
一一 150 一一
λJ 十 (α 十 bω戸 )λd 十 ω戸 = 0 (r = 1，之・・・ '，N) (5.1.49) 
となる。上式を解いて λdを求めれば、正の実数ωrに対応したr次の固有値--1 drを得ることが
できる。上式左辺第 2項のひ内部は実数であるから、
(α +bω戸) 2 tr ωr (5.1.50) 
とおけば解きやすい。ここで、ごrは実数である。これにより、
λ d = -tr ωr 士 iωrJ 1-tr2 (r=l,2, ----N) (5.1.51) 
を得る。正の実数ωrはN個あることから、上式は、減衰系の固有値λdが2N個であることを
示している。従って、 2N個の固有値を λ drおよびλdr*と表すこととして、
λ dr = - tr ωr + i ωr J 1-tr2 (5.1.52)_1 





{χd} {ψJ fr=l,Z--- >Nj (5.1.53) 
が成立する。固有値 λ drﾆ dr *に対応する固有ベクトルをfZdrj ， fzdr*j と表すこととすれ
ば、 2N個ある固有ベクトルのうちN個は同じものであるから、
{χ dr) = {ψJ (5.1.54)_1 














の解となる振動変位{u}を正規化固有ベクトル{t/J}の 1 次結合によって表すことができて、 {ψ]T[C][ψ] r t J 
{u} 
N 
E ごr {t/J r} . iψ] {ご} (5. 1.28)再記





(入 2r 1 J 十 λ rtJ+rAJ){ご} = [ψ]T {f} (5.1.59) 





は (5. 1. 20)式に示したので、ここでは、 [C]を挟んだ直交性についてみておこう。 Rayleigh減
衰の式(5.1 .46)
(λ2 十 2trωrλ+ωr2 ) fr {ψr} T {f} (5.1.60) 
となって、ごrに関する 1 次方程式となっているに過ぎないので‘ある。従って、












において両辺の左側から[Ø}Tを、右側から[Ø}を乗じて、 [M]， [K]を挟んだ直交性(5. 1.20) を
利用すれば、 にてどrが決定されることとなる。上式を (5. 1.28)式に代入すれば、振動変位(応答関数) {u} 
を得ることカミで、きて、










となる。上式で、減衰による効果をなくすためによr=Oとすれば、 (5. 1. 34)式と一致する。






{ψr) {ψr} T 
λ2 + 2trωrλ+ωr 




N {ψr} { ψr} T 
L (5.1.64) {Hul 
r=} λ 2 + 2trωrλ+ωr 
{u} {Hul {f} (5.1.65) 
なる関係を得ることになる。ここで、再び分母を変形しておけば、
λ2 十 2trωr À 十 ω三 (λ-λ dr) ( ﾀ - λdf j (5.1.66) 
となり、また、上式右辺が分母にきた場合には
l 




ωdr - ωr ~ 1-tノ
とおけば、 (5. 1. 52)式に示した固有値は
λ dr 一 σdr 十 iωdr
λ* dr - 一 σdr - 1 ωdr 
と表すことができて、 (5. 1. 67)式は
l 
fλ-λ dr) ( ﾀ - λdr*j 
十
l 
f A dr* ー λ dr) ( λ 一 λdr*j (5.1.67) 
1 
2 (iωd r) ( ﾀ - λ dr) 
1 
2(-iωd r) ( ﾀ -ﾀ d r * ) 









{ψr} { ψr} T 
λ dr 一 λ dr* 
{ψr*} { ゆf}T
λd f-λ dr 
{ψγ} {ψr} T 
2 (iωdr) 






N {ψr} { ψr} T 
{Hul L 









に tr=Oとすれば、 (5.1 .45)式と一致する。
比例粘性減衰系の場合の極配置をFig.5. 1. 3に示す。この場合には特異点 λ d，.， ﾀ dr *は純虚数



























(入 2{M} 十入 {C} 十 (K}) {u} = {f} (5.1.3)再記
に、自明の式






























































(入 [D} 十 [E}) {y} {q} (5.1.76) 





(入 d[D} 十 [E}) { η d} = {む} (5.1.77) 
を定義する。ここで、 ).dおよび/グJはそれぞれ固布値および固有ベクトルを表す。上式
は、減衰系の自由振動の方程式(5. 1.5)









いる。 r正の定符号マトリクス」では対角項が全て正となることから、 {D}， [E}は「正の定
符号マトリクス」ではないのである。よって、 [D}， {E}による固有値問題(5.1.77)の場合に
は、 2N個の固有値λdおよび固有ベクト J'v{r; cfが全て実数となる訳ではなく、それぞれ、共
役な複素数となることも合点、がいくであろう。通常は、負の実数または負の実部をもっ複素
数から固有値が構成され、固有ベクトルも複素数となるのである。
さて、自由振動の式(5. 1. 77)の固有ベクトル/グJは、 (5. 1. 75)第 3 式より、
{ηd} = しに}} (5.1.78) 
なる形式で得られることとなる。そして、 2N個の固有値 ，1 dおよび固有ベクトル/グJのう
ち、 r次の固有値を λr、固有ベクトルを/φJと表すことにする。これらを用いて、 (5. 1. 7)か
ら (5. 1. 14)式までと全く同じことを行えば、
/φ'S}T[D} {φr} 一 。 (5.1.79)_1 
/φIS} T [E} {φr} 一 。 (5.1.79)_2 
および、
{φr}T [D} {φr} 一 dr (5.1.80)_1 
{φr}T[E}{φr} er (5.1.80L2 
なる直交関係を得ることができ、さらに
[1Jf) T [D} [1Jf} r 1J (5.1.85L1 
{宙7 T[Ej[明 rAJ (5.1.85}_2 






(入 [D} 十 [E}) {y} {q} (5 . 1. 76)再記
λ r dr 十 er = 0 (5.1.81) の解となる変位速度混合ベクトルかjを正規化固有ベクトル{'W}の 1 次結合によって表すこ
を得ることもできる。ここで、 dr=Iになるように固有ベクトルを正規化しよう。そのため






を満足する正規化固有ベクトル/吹jを定義すれば良いことがわかる。そうすれば、 (5. 1. 80) ，
(5 . 1. 81)式より、
{VJI'r} T [D} {Wr} 

















{と}T = /ごj f2 ・ ・ ご2N } (5.1.87) 
この/ごjを決定することができれば、 (5. 1.86)式より、任意の周波数 ，1 (=iωjにおいて変位速
度混合ベクトルウノ;を得ることができるわけである。よって、/ごjを決定することにしよ
う o (5 . 1. 86)式を強制振動の式(5. 1.76)に代入して、左側から[1Jf) T を乗じれば、
(入 [1Jf} T [D} [lJ!} 十 [lJ!} T [ E} [lJ!} ) {と} = [明 T {q} (5.1.88) 
を得る。上式左辺において[lJ!}で‘挟まれたマトリクス部分は直交性(5. 1. 85)によって対角行列
となって、
(λ rIJ+rAJ){ご} = [甲']T {q} (5.1.89) 
を得る。ここで、 rAJ とは、対角項に -Iﾌ rが並んだ行列であった。上式を観察すれば、方
程式は非連成化されていることがわかる。従って、/ごjを決定することは簡単で、行成分の
等式を満足させるだけでよい。行成分の等式は、
(λ-λ r) ﾇr {VfJ'r} T {q } (5.1.90) 
となって、ごrに関する 1 次方程式となっているに過ぎないのである。従って、
ごr
fVfJ'r} T {q} 















{ Wr} = lJZj| (5.1.93) 
となっている。ここで/μJ は、 2N行ベクトル{Wr}の上半分N行だけを示すベクトルであ
る。そして、外力項{q}は上半分N行だけが{f}で下半分N行は{O}であったから、 (5. 1. 92)式右
辺分子は
{VfJ'r} T {q} 二 {ψr} T {f} (5.1.94) 
なるスカラー量となる。そして、かjの上半分N行を表す振動変位{u}に対応するベクトル部





















































{u} [HuJ {f} (5.1.98) 
なる関係を得ることになる。また、これを用いてレジデ、ユマトリクス[RrJを表せば、












































{ψr) (ψr) T 
* λ dr 一 λ dr
{ψr *) (ψf}T 
λ dr* -).dr 
[Rr* ) 
が、一般粘性減衰系のレジ‘デ、ユマトリクス[Rr}
[Rr} {ψr} {ψr} T 
に等しくなればよい。これらを比較すれば、





~ 2 (iωdr) 





























(入 [D) 十 [E}) (y) {q} (5. 1. 76)再記
が成立する。この振動系は一般粘性減衰系にて表されているために、その特性が[D}， [E}に
よって特徴付けられている。また、 [D}，[E}は (5. 1. 75)式に示したように、 [Mλ[C}， [K}から成
るマトリクスである。この振動系に構造の変更もしくは水深の変化等によって、マトリクス
に変化が現れたとしよう。その変化量を[11M}, [ 1C},[ I1K}と表すことにする。 [M}， [C}, [K}に
変化が現れるとのI}， [E}にも変化が生じるから、その変化量を[I1D}，[I1E}と表すことにする。
そしての'}， [E}が変化した結果、それぞれ[D)，[E)となったとすれば、
[Da} [D} 十 [I1D} (5.1.103)_1 
[Ea) [E} + [色E} (5.1.103) -2 
と表すことができる。そして[D}， [E}が変化した結果、。j も変化してかJとなり、強制振動
の式は





(入 d[D]+ [E] ) (ηρ {O} (5. 1.77)再記
であった。これに合わせて、構造変更後の自由振動の式
(λα [Da ] + [Ea] ) {η a} {O} (5.1.105) 




変更前の固有ベクトル(lJ c) は2N次元空間で張られた 1 次独立なものであることから、そ
れらの l 次結合によって2N次元空間の任意のベクトルを表すことができる。従って、上式
の解となる変更後の固有ベクトル{7J a}を (lJ c)の 1 次結合によって表すこともできる。 {lJd} 
として正規化固有ベクトル{VJ!}を採用することにすれば、
2N 





{と}T = {f1 f2 f2N } (5. 1. 87)再記
また、 (5. 1. 106)の線形重ね合わせでは変更後の固有ベクトル{lJ a1のモード次数を問わずに表
現しているが、実際には、 lから2N次モードまでの{lJ a}を表わさねばならないから、/ご/も
2N個存在することになる。即ち、係数ベクトル/ごjも低次から順番に列方向に並べて、
[f] [ {ご}j { ご}2 ・ ・ (f}2N ] (5.1.107) 
なる2N行2N列の係数マトリクス[f]を定義できるわけである。
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構造変更後の自由振動の式(5. 1. 105) に (5. l. 106)式を代入して、左側から[W}Tを乗じれば、
(入 α [W]T[Da}[W] 十[立r]T [ Ea] [ W] ) {f} = {O } (5.1.108) 
となる o (5.1.103) , (5. 1.85)式を利用して、上式左辺各項の計算を行えば、
[W]T[Da ][ 立:r} = [甲]T[D][ 甲]十 [W]T [ t1D] [ 宣]
rlJ 十[W] T [ t1D] [ W] (5.1.109) -1 
[lJI]T[Ea][ 甲]ー [lJI]T[E][ 甲]十 [W]T [ t1E] [ 甲}
rAJ 十[ lJI] T [ t1E] [ W ] (5.1.109) -2 
を得る。これは非常に重要な結果を与えている。直交性によって変更前のマトリクス[D]，











さて、 (5. 1. 108)式に (5. 1. 109)式を代入すれば、変更後の固有値 Æaおよび係数{ç}に関する
固有値方程式
[入 α (rlJ 十{則 T[ t1D] [ 町)
十 ( r A J 十{甲]T[ t1E][ 町 ) J { ご} {O} (5.1.110) 
を得る。よって、これを解けばÆaおよび{f;:を得ることができる。そこで、 r次の固有値を
んr、係数を/どんとおく。係数/どんを (5. 1. 106)式に代入すれば、 r次の固有ベクト lレ/グ a}rを
得ることカまで、きて、
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てまた、それは振動変位{U}の式 (5. 1.96) にもいえることであって、必要とする周波数領域か
ら大きく離れた領域での固有値および固有モードなどほとんど影響してこないのである。
となる。上式の計算をlから2N次モードまで順次行えば、 {TJ a}を全て得ることができる。以













{η a}r T [DaJ { η a}r l (5.1.112) r=] 
が成立すればよい。ところが、上式左辺に (5. 1. 111)式を代入すれば、 (5. 1. 109)第 1 式より 従って、自由度がNであった有限要素モデルから得られる固有値および固有ベクトルも、低次モードm個分だけを採用して議論を進めることができる。よって、上式に示した振動変
位{u} は、








、A (5.2.1) { 轗 r T (r 1 J + [ lJI J T [ t1D J [ lJI J) {轗 r r=j 
dar (5.1.113) とかくことができる。上式で総和項数が2mとなっているのは、複素共役項を含むためであ




[ lJf} [ {Vf/]} {W'2} . . . . . . {ψ2m} J 
2N X j 2N X 1 2N x 1 
(5.2.2) 
2NX2m 
.r;? {轗r (5.1.114)_1 と表されることになる。従って、構造変更の固有値方程式(5. 1. 110) は、/ごa)r 
I 
{ηα}r {立fJ {fα} ， (5.1.114)_2 
[λα (rIJ 十{守)T [ t1D J [ lJf J ) 
2m X2m 2m x2N 2N x2N 2N x2m 
として、 {TJ a}そのものが正規化されるように{ça1を設定するか、もしくは、 十 (rA J 十[ lJf) T [ t1E} [ lJf} ) J { ご} ー {O} (5.2.3) 
2m x2m 2m X2N 2N x2N 2N x2m 2mx1 2mX] 
{lJIa} r 
l 























[Rr} {ψr} {ψ~r} T (5.2.4) 





[甲] [ {VfI'1} { ψ2} (iJ[I2m) } 
2nx2m 2n X1 2n X1 2n Xj 
と表されることになる。従って、構造変更の固有値方程式(5.2.3) は、
[λα (rIJ 十 [ W}T[ δD}[W}) 
2m x2m 2m x2n 2n x2n 2n x2m 
+ ( r A J 十 [W J T[ I1E) [ W J ) J {ξ 
















































{UA} {HA} UG (3.7.11)再記
JNA X} JNA x6 6 X} 
と表すことができる。上式で{UA}は点Aの変位UAをNA個まとめて表したもので、 UGは点Gの




{UwJ = {H} (ucJ (3.7.12)再記



























(!x(G) !?(G) fz(G) ! Rx(G) !Ry(G) ! Rz(G) } (5.2.7) BEMメッシュ分割
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!Rz凶 Fig.5.2.4 BEM節点4 とFEM節点Gとの剛体結合の様子
????
I 
。 l 。 。 。
。- r Z(G,A) ry(O刈 1
。 - rx(G,A) 0 
。
l 。rz(G,A) 




























rz(G,A) 0 -rx(G,A) 
ぴd (H}T ぜJ (5.2.13) - ry(G，A) 九(G，A) 0 









6X} 6XJ JX} 
となる。上式の関係から、 BEM節点Aに働く力[fAを与えることによって基準節点、Gに働く力
fGを知ることができるわけである。
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従って、上式右辺に (3.6.22) ， (3 . 7.12)式を代入すれば、付加質量マトリクスを四M節点用に変
換することができて、
{fa} ー 一入 2 {H}T {Mw} {H} {ua} (5.2.14) 
を得ることとなり、 (4.3.51) ， (3.7.12)式を代入すれば、付加減衰マトリクスをFEM節点用に変
換することができて、
{fa} 一 -;{2 {H}T {Cw} {H} {uc;J (5.2.15) 
を得ることになる。上 2 式を連成振動方程式(5. 1. 1)の右辺外力項ぴJおよびぴ~c} として与え






{H}T {Mw} {H} 
6Na XJNmax JNmax x3Nmax 3Nmax x6Na 
{H}T {Cw} {H} 
































































エネルギがどのように変化するかを知ることができる。 2 節振動において0.3仇り ，0.6例人0.9
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浅水域 (hIT=1.S) では空中の 2 割程度となることがわかる。従って、深水域で従来説によ












Force Transducer Spheroid 0 
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利用してβwニl とした。 推定結果と深水域実験結果の比較をFig.5 .3.4に示すo なお、ごは
モード減衰比を表す。 2 節振動( 1st) について観察すると、深水域実験結果の振動加速度
は空中実験の 6 割程度に小さくなっているが、計算においてもこれをほぼ再現できているこ




































































































、 I Response at 2-node vib. I 0 Experiment in the ./ 
'"伽lloww伽 (343抱) ,./ 
/ 




Calculation (347Hz) "',,-, 
R出ponseat 3・nodevib. I 0 Experiment 加 the
shallow water (699Hz) 
Calculation (698Hz) 
Response at 4・nodevib. l ommenththe 




Experiment in the air (1480Hz) 
ヤ\
\\でがグ
V' Calculation (1111 Hz) 
,1 6 









浅水域( h/T=1.5 )における伝達関数( Fig.5.3.5の実験値と同じ もの)から曲線適合によって
モーダルパラメータを抽出し、これを用いて深水域の振動性能を推定した。構造変更解析に
用いたマトリ クスはfδMJ (=[M，。∞'] -[MohJ) 及び[!1 CJ ( ={C。∞J _[COhJ) であり 、
[Cw∞lにて βw=l、そして{Cwりではβw=35として計算 した。推定結果と深水域実験結果
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第 1 に、 Laplace方程式(3.2.9) より、
Gs(p,Q) G∞，(P，Q) 十 Gh(p，Q) (A.1.5) 
とおく。これにより、修正関数Gh(p，ωが満足すべき条件は、
第 1 に、 Laplace方程式(A. l.l)より、
マ2 Gs(p,Q) 0 (A.1.1) 
¥72 Gh(p， ω = 0 
第 2 に、自由表面条件(A. 1.2) より、
(A.1.6) 
第 2 に、自由表面条件(3.2.10) より、 Gh(p,Q) = 0 (αt z=O) (A.1.7) 
Gs(p， ω = 0 (αt z=O) (A.1.2) 第 3 に、水底の条件(A. 1. 3) より、













? (αt z=-h) (A.1.8) 
= 0 (αt z=-h) (A.1.3) 第4 に、無限遠方の条件(A.1ω より、
第4 に、無限遠方の条件(3.2.12) より、 R2n;。 G仰ω = 0 (R=~χ ーピ12+(Y 712 ) (A.1.9) 
lim GJp，Q) ニ〔
R→∞ U ( R = .J(x -x 12 十 (y-y12 ) (A.1.4) の合計4 つとなる。この4 条件を満足する修正関数Gh(p， Q)を見つけることがで、きれば浅水
域Green関数Gs(p， ωが決定される。以降、修正関数Gh(p，ωを求める手順について述べる。
すでに、無限遠方の条件(A. 1.4)及び、(A. 1. 9) にて使っているが、
の合計4 つである。
さて、無限水深のGreen関数G∞(p， ω はFig.A.1.1のような構成となっており、すでに水底条
件を除く 3 つの条件を満足している。そこで、 G∞(p， ωに修正関数Gh(p，ωを付加することに
よって、水底条件をも満足させ、結果として上記4 条件全てを満足させようとする。
R= .Jtχ ーピ12+(Y -y12 (A.1.10) 
を改めて定義すれば、 Lipschitzの積分により、
Q' (x:y: -z1 
l 






R -j7e klz+z iJO側 dk (A. 1. 11) ー2
Fig.A.1.1 距離rj ，r2とベクトルrj.r2
を得る。ここで、 Jo は第 1 種 O 次Bessel関数で、あり、上式の関係は文献29) (Lamb, 1932)の102
節にも現れる公式となっている。それによれば1859年に見いだ、されたようである。
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1/今の積分形式(A. 1. 11) を視察することにより、未定関数A化z，z~を用いて、修正関数Gh(p， Q)
を、
Gh(p,Q) j:A(kzd刷 dk (A.1.12) 
なる形で仮定するのが適切であろう。上式でト修正関数Gh(p， ωはRとzの関数となっているか
ら、 Laplace方程式(A. 1. 6)を変数変換すれば、
マ2 Gh(p,Q) = 02Gh(P,QjI13Gh(p,Q) I 02 Gh(p, Q) 一一-
oR2 R oR OZ2 





- k Jj(kR) (A.1.14) -1 
δ2 JO(kR) k 
-kﾟ Jo(kR) + 一一 Jj(kR)
R oR2 
(A.1.14) -2 
を準備しておくことにより、 Laplace方程式(A. 1. 13) は、
f ∞ r O2 A(k，z，z ~ _ 1 
¥72 Gh(p，ω = I {-~-';'-'-/ -kﾟ A化z，z~J J.ρ(kR) dk J 0 l OZ2 ,.. .A¥' .'....'..../ _, .., u 
= 0 
(A.1.15) 
となる。なお、 J1 は第 1 種 1 次Bessel関数であるが、上式を導く過程で'11に関連する項は消
滅する。そして、上式が常に成立するためには、未定関数A(k，ιz~が微分方程式
32 A(k，z，z~ 
oz~ ' " - kﾟ A (k， z，z~ 0 (A.1.16) 
を満足せねばならないことがわかる。従って、未定関数A(k，z，z~ は、
A(k， z， z~ - Cl(k，z~ e kz + C2(k，z~ e-kz (A.1.17) 
なる一般解をもつことになる。よって、修正関数Gh(p， ω は、





C1(k，z~ + C2(k，z~ = 0 
を得るから、結局、修正関数Gh(p，ω は、








3G∞(p， Q) r ∞ 
oz = J _ -k{明f左 -z')e-k / z -z' / 一馴汁z')e-k / z 十z' / }ゐf奴) dk 
~ 0 
・ (A. 1.21)
となる。ここで、 sgnは符号関数である。上式で'z=-h とすれば、水底条件(A. 1. 8)の右辺を
得ることができる。ところが、 Fig.A. 1. 1で示したようにsource point Q を流体領域に取ること
としているから、どの取り得る値の範囲は -h~Z'ぎ0である。従って、 -h豆(-h -zソ ~O及び
-2h~(-h 十zゾ豆 -h となるから、
oG∞(p，Q) 
z=-h 
- j:-k{ーが-h -z'} + ek ( 一山 ) JO側 dkoz 
=j:-Mkh山 JO(kR) dk (A.l.22) 
を得る。上式により水底条件(A.l.8)の右辺を得ることができた。一方、その左辺を計算する
ために (A. 1.20)式の修正関数Gh(p，ωを微分しておけば、
oGh(p,Q) r ∞ 




-J7k山 cosh kh 榊 dk (A.l.24) δz 
を得る。上式により水底条件(A. 1. 8)の左辺を得ることができた。従って、 (A.l .22) ， (A.l . 24)式
を水底条件(A. 1. 8) に代入することにより、未定係数C化z1 を、
すことができる。
C(k,z1 2 e 幼 sinh kz' 
cosh kh 
(A.l.25) 
f ∞ 2 e -ht/R sinh z'tlR sinh ztlR 
Jn(t) dt I 三五







の如く決定することができる。上式により、 (A. 1. 20)式の修正関数Gh(p， ωは、
f ∞ 2 e -kh sinh kz' sinh kz Gh(p，ω - I LJ" 0."" ~ ..,.,.,. "'' JO伐R) dk 
J 0 cosh kh 
(A.1.26) 
これは、積分値の絶対値は必ず 1 以下となることを示しており、その値が有界であることを
証明している。以上により、 (A.1.26)式の修正関数Gh(p， ωは無限遠方条件(A. 1. 9) をも満足す
ることが証明されたこととなる。




1 r ∞ 2 e -ht/R sinh z'tlR sinh ztlR 
I JO(t) dt 
R J 0 cosh htlR 
(A.1.27) 
(3.3 .4)ー 1 -再記Gs(p， ω G∞{p，Q) + Gh(p， ω 
(A.1.31)_1 
l I (3.3.4) -2・再記G∞(p，Q) 
(A.1.31)_2 r) r2 
では、上式が無限遠方条件(A. 1. 9)をも満足することについて述べる。上式にkR=tなる変
数変換を施すことによってBessel関数内部からRを除去すれば、
Gh(p，ω f ∞ 2 e -kh sinh kz' sinh kz Jn(kR) dk 
J 0 cosh kh V 
(3 .3 .4)_3・再記
(A.1.31) -3 となる。よって、積分の値が有界であれば、 R→∞にて修正関数Gh(p， ωはゼロとなる。即
ち、無限遠方条件(A. 1.9)を満足することとなる。従って、積分の値が有界であることを示し
ておこう。 z及びシの取り得る値の範囲は -h 5::z. z ' 5::0であるから、 となることは完全に証明された。
sinh z'tlR sinh ztlR 5: sinh htlR sinh tlR (A.1.28) 
が成り立つ。従って、 o 5::tぐα幼範囲において、被積分関数からJo(t)を除いた部分の下界及
び上界について次の関係が得られる。
2 e -ht/R sinh z'tlR sinh zt/R 2 e -htlR sinh2 ht/R 
。 三三 三三
cosh htlR cosh htlR 
ο -e -2ht/R) tanh ht/R 
三二 ωnh htlR 
三二 l (A.1.29) 
これにより、 (A. 1.27)式による修正関数Gh(p， ωの積分の値が有界であることを次のように示
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(2) 岸壁有限水深のGreen関数
岸壁浅水域Green関数Gw(p， Q}が満足するべき条件は、 (J\.1.1)~(J\.1引の 4 条件と、岸壁条
件
である。そして、岸壁を考慮する際にはFig.J\.1.2に示したように鏡像の関係を利用すれば良
いから、 r1， r2および.R~こ含まれる，y'の項を(-2w-y~に置き換えたものを (A. 1. 31)式に付加すれ
ば良いこととなる。
oGw(p,Q} 
oy = 0 (αt y=-w) 
















1一弘Gα唱し(p， Q) = l 
r1L 
GhR(p，ω- 2 e -kh sinh kz' sinh kz JO(kR~ dk 
cosh kh 
f ∞ 2 e -kh sinh kz' sinh kz GhLか，ω = I ..., " .,.,...,_ .,.,.,. ,,,.._ JO(kRJ) dk 





























rlR 一 .ftχ ーピ12 十か 712 +(z ーが r1 
(A.1.32) 
r2R 一 .ftχ ーピ~2 十か -y~2 十(z+ど r2 
rlL .J (x -x~2 十か +2w 十-y 12 十 (z ーが
r2L .J (x -x~2 +か +2w 十-y~2 十 (z 十Z~2
RR J α -X~2 十か -y~2 R 









である。 なお、 field point P が岸壁上にあるとき、すなわち~=-wが成り立っときには、
r1R=r1L 、 r2R=r2L、及び~R-RL となる。
さて、 (J\.1.33)式の岸壁浅水域Green関数Gw(p， ωは、浅水域Gr閃n関数Gs(p，ωを重ね合わせ
ただけであるから、当然、 Laplace方程式、自由表面条件、水底条件、及び無限遠方条件を
満足する。これら 4 条件の他に岸壁条件をも満足することを確認するために、 Gw(p，ωを構
成する各項について微分しておくと、















































一 f ∞ 2e 一幼 sinh た， s励た dゐ伐R.~ ?RR dk 













f ∞ 2e 一幼 sinhkz' sinh kZ r , r h ~ ,) (y -Y ~ f- Jl伐R~) v ~ ~ / d 
















一 f ∞ 2 e 幼 sinhkz' sinh kz dJn(正R，ノ éJ R, I 一一二 dk







式(A. 1. 31) と Gw(p， ωの式(A. 1. 33) とを見比べれば明らかであろう。
上記Green関数の積分形式の部分とは、 (A.l.26)式の修正関数Gh(p， ωのことである。これに
kh=tなる変数変換を施すことによって座標変数を無次元化すれば、
- r ∞ 2 e 幼 sinh kz' s inh kz f • • /0 _ .) 6'十2w チァフI ---_..._{-k Jj(kRJ} v . ~~. . J / dk (A.1.35L
4 
J 0 cosh kh . ~ RL 
となる。なお、上式第 3 ， 4 式の変形に際して、 Bessel関数の公式(A. 1. 14)の第 1 式を利用し
た。ここで、 y=-wとすれば、 rlR=rlL 、 r2R=r2L、及びKR =RL となるから、
。 (A.1.36)_1 Gh(p,Q) 1 r ∞ 2 e -t sinh z't/h sinh zt/h I J rlRt/ h} dt 
h Jocosh t u 
(A.2.1) 
となり、さらに分解計算を進めれば、
。 (A.1.36)_2 I 





FO{ε ， fJ) = _1 _ ~， _ ')" e 一日 JO{ﾟt) dt 
J 0 1 十 e-2t - -lj¥'" r/ _r (0 ~ε，0~fJ) (A.2.3) 
y=-w である。また、 za，zlJ' Zc， Zd， Rh とはそれぞれ無次元化長さであって、その定義と値域を次式に
を得ることとなる。上式は岸壁条件(A. 1. 32) を満足することを示しているから、 (A . 1. 33)式の
Gw(p， Q} は、間違いなく岸壁浅水域のGreen関数で‘あることがわかる。 即ち、 Gw(p， Q} は
Laplace方程式(A.l.l)、自由表面条件(A. 1. 2)、水底条件(A. 1. 3)、無限遠方条件(仏A.l.引、及び岸
壁条件(A. 1. 32)の 5 条件を満足する。以上により、目的とするGreen関数の定式化は完了し
た。
不す。
2 三玉 Za 2 - (Z +Zフ
h 
。 三玉 Zb 2 + (z+ Zフ
h 
主主 4 (A.2.4)_1 
三三 2 (A.2.4)ー2
1 三五 Zc 2 - (z-z~ 
h 
Zd 一 2 十
白- Z~
h 
Rh = R 
h 
三三 3 (A.2.4)_3 
I 三Z 三五 3 (A.2.4)_4 
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ので、ここではその結果だけをかくこととすれば、
三 (-1) n 
FO( ε，戸)二三;-






00 (-1) n 
Gh(p， ω L J R2 十 [z - (2h(n+1) -z')J2 n=O 
C泊 (-1) n 
+ L J R2 + [z-(-2h(n +1) -z')J2 n=O 
00 (-1)n+l 
+ L J R2 十 β - (2h印十1) 十Zゾ']2n=O 
。。 (-1) n+l 
(A.2.6) + L JR2 + [z-(-2h(n +1) +ど')]2n=O 
を得る。上式で、第 1 項はFO九，R~に関して整理したもので、以降第4 項まで順番に、 FO
βかR~，FO(zC'R~，FO企d，R~~こ関して整理したものである。上式を視察すれば、修正関数Gh(p， Q)
は関数1/rの組み合わせからできていることがわかる。 1/rの係数が正のものは吹き出し
(source)を、負のものは吸い込み (sink) を示しており、修正関数Gh(p， ωを構成する source と
sinkの配列は本文Fig.3.3.1に示したものになることがわかる。岸壁がある場合には、岸壁を
挟んでその反対側にも同様の配列が加わることになって本文Fig.3.3.2に示したものとなる。
Fig.3.3.1 に示したsource と sinkの配列は文献65) (K仰， 197刀に記されているものと一致す
る。この文献は 2 次元問題について扱ったもので、 Fig.3.3.1の配列を定義してから直接的に
浅水域のGreen関数を求めている。さらに、文献62) ,4J) (ま 1984， 1985)では、 3 次元問題に
おけるFig.3.3.1の配列から直接的に浅水域のGreen関数を求めており、表示形式は異なるもの
の上式と同じ結果を得ている。これらの文献と著者44) (1988) との違いは、 Fig.3.3.1の配列を
Green関数よりも先に得るか、或いはその配列をGreen関数よりも後に得るかにある。後者に






n=O 、I (均十 εノ2 十メタ2
ocコ ocコ
三 Jμn 十2 十 ε)2+ß2 (A.2.7) 
となる。これによって、少ない採用項数で精度よく計算するための定式化が可能となる。
まず、上式第 1 項をF01 ( ε ， ß) とおいて、これを作図により求めようとすればFig.A.2.1 を
得る。
1 l 級数和のまま計算する 0
.j (4，礼 +ε)2 十戸2
曲線部分と 三角形部分に分けて計算する。
n 




FOJ( é，戸) 504(4n+ε)2 
-El つ l 十 1 00つむ
十 f/ 三xlx/l-l//dμn チ ε)2 ナβ2 .j {4仇十lノ十 ε)2 ナβ2
ー (A.2 . 8)
を得る。ここで、第 1 項は級数和の部分、第 2項は曲線の部分、第 3 項は三角形の部分を示
している。第 2 項の積分は解析的に評価できる。そして、第 3 項の級数を展開表示すれば、
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FO( ê ， β1) = L { dμn千 ê)2 十メ92 4 (4.九十 ε+2)2 十/12n=O 
三/ 1 l ノ十 d (4k+ ε+2)2+β2 24 (4k+ ε)2+ /12 
_!_ ln Jμk十 ε 十2)2+β2 + (4k+ ε+2) (A.2.12) + 4 4 (4k+ ε)2 十戸; 十 (4k+ ε)


















を得ることとなる。ここで、第 1 項は級数和の部分、第 2項は三角形の部分、第 3 項は曲線





ド~ .j (4n+ ε+2)2+β2 2 .j (4k+ ε 十2)2 十β2
p ∞ dx 
十 I (A.2.10) 
Jk ..j 的十 ε 十み2 十メタ2
以上のことをまとめておく。浅水域及び、岸壁浅水域でのGreen関数はそれぞれ(A. 1.31)及び、
(A. 1.33)式にて表され、浅水域Green関数Gs(p，ωに含まれる修正関数Gh(p， ω、あるいは、岸壁
浅水域Green関数Gw(p，ωに含まれる修正関数GhR(P， ω及び、GhL(P， Q)は、それぞれ上式のFO( εp
メタノを利用することによって数値計算することができる。
まず、 Gh(p，ωについて示せば、となる。ここでも、この段階では積分を計算せずにこのままにしておく。
F ∞ dx dx 
+ I [ - J 
J k ( .j(4χ+ε)2+β2 .J (4x 十 ε 十2)2+β2 J (A.2.11) 
l 
{FO(za,RJI + FO(zf?RJI-FO(zC'RJI-FO(zcﾞRJI} (A.2.2)再記Gh(p,Q) 
(A.2.13)_1 h 
(Z+ Z~ (A.2.4)ー 1-再記Za 2 -
(A.2.13)_2 h 
(Z 十 Z~ (A.2.4)_2_再記
Zb 2 十
(A.2.13) -3 h 
丘一 Z~ (A.2.4)_3・再記Zc 2 -
(A.2.13)_4 h 
(Z-Z~ (A.2.4)_4_再記Zd 2 十
(A.2.13)_s h 
Rh 二 .J (x -x~2 十(y -y~2 (A.2.4)_S_再記
h (A.2.13)_6 
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以上の 2 式によって、関数FO( ε， βjは次のようになる。










十一- I J 
2 (.J μk ナ ε)2 十メタ2 .J μk十 ε 十2)2 十メタ2" J 
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となる。次に、 GhR(P，Q) はGhか，ω と全く同じものであるから、
GhR(P， ω = Gh(p,Q) (A.2.14) 
であり、 GhL(P，Q) はんに含まれる'y'の項を(-2w-y~に置き換えれば良いだ、けなので、









てsource point Q による微分を計算しておく。まずは、浅水域Green関数Gs(p， ωに関する計算
について述べる。 Gs(p， ω は、
Gs(p，ω G∞/P， ω 十 Gh(p， ω (A. 1.31)_1・再記
G∞(p，Q) = 1 1 
r1 r2 
(A. 1. 31)_2・再記
Gh(p,Q) f ∞ 2 e -kh sinh kz' sinh kz I h氏尺) dk 
., 0 cosh kh -
(A.1.31) -3-再記
にて表され、その一部を構成する無限水深のGreen関数G∞(p，ωの微分を計算すれば、
é3G∞(p，Q) な -x~ 伐 -x~
?x' r13 r23 
(A.3.1) ー 1
é3 G∞(p，Q) 。 -yリ 。 --y~
飩y' r13 r23 
(A.3.1) -2 
δGcxfp， ω (Z-z~ (Z 十Z~
一 十?z' r13 r23 
(A.3.1) -3 
を得る。そして、修正関数Gh(p，ωの変数変換した式




é3 Gh (p,Q) 1 r ∞ 2 e -t sinh z'tlh sinh ztlh d Jρ(RtlhV ? R 
?x' I --dt h J 0 cosh f d R ?x' 
_!_r ∞ 2 e -t sinh z'tlh sinh zt/h 一白 -x~I -. -~". u ..... ...,.. {-tl h J 1 (冗tlh)) ,.. _. / dt 
h Jocosh f R
企-x~ h r ∞ 2 e -t sinh Z 'tlh sinh ztlh 
I t JdRtlh) dt 





éJ Gh(p， ω 
飩z' 
} r ∞ 2 e-t sinhz'tlh sinhztlh dJn(Rtlh) 飩 R 
I __ v 一一一- dt 
h J 0 cos h t d R 飩 y' 
) r ∞ 2 e -t sinh z'tlh sinh ztlh ーか -y~I '-J V U" .,.4d". .,.,.,. "'.". (-tlh Jj(Rtlh)} 
h J 0 cosh t 
。 -y~ h r ∞ 2 e -t sinh z'tlh sinh ztlh I t Jj(Rtlh) dt 
h3 R J 0 cosh t 
よfn∞ 2 e -t sinh ztlh Jo仰/が 3sinh zt/h dt h J 0 cosh t 飩z' 
三fn∞ 2 e -t sinh ztlh JO印刷h J 0 cosh t {tlh cosh z'tlh} dt 
1 r ∞ 2 e -t cosh z'tlh sinh ztlh 
I t J O(Rtlh) dt h2 J I ., 0 cosh t 
となる。これらGh(p，ωの微分式について、さらに分解計算を進めれば、
éJ Gh(p，Q) 伐 -x~一一一 =一一-fFl九，R;，) 十 FjりR;，)-Fj九Rμ -FjりR;，)} 
飩x' h3 





( F2 (za,R;,) -F2(zl;>R"J 十 F2(z(/R"J-F2 (zd,R"J } 
h'~~ 
となる。ここで、関数Fj( ε ， βj及び乃fε， βjの定義は、
Fj( ε ，jJ) I _ e ε t J/(βt) dt β J 0 } 十 e-2t.... ., 1 (0 三五 ε ， 0 三三戸)
F2( ε ，メタノ I _ e 一日 Jn(βt) dt 













00 (-)) n 
Fj( ε，メタノ ニ x 
{ (2n 十 é)2 十戸2) 3/2 n ニO (0 三五 ε ， 0 三五戸)
(A.3.5) ー 1
E泊 (-}) n (2n 十 ε)
乃fε，jJ) = L 
{ (2n 十 ε戸十戸2) 312 n=O (0






Gh(p,Q) = h (FO丘Jμ 十 FOりRJI -Fo(zc,RJI- FoりRμ ノ (A.2.2)再記
であるから、これを微分して、
34今?…七ωω= 三三竺生 {dFηO(za，R，
dX' h θ釘x' dR匂h dR匂h dR匂h dR均h j 
I 一命 -x~
h hR' (-RJI { Fj (zæRJI 十月九Rμ - Fj(zσRμ -Fj匂Rμ ノ
(x ーピ)
h3 
( Fj(za，R"J 十円z刈 -F九 (A.3.6)_1 
éJ Gh(p，Q) 工三 Rh f d FO(z，ωRdjFo(zbRd d Fo(zcRd dFdhRd 
飩y' h oy' 、 dRh - d Rh d Rh d Rh s 
1 -(y -y~ 
-IhR V-kdY印刷、ギ Fj(zl;>RJI- F1(z(/R"J -Fj(zd,R"J } 
- (y -y~ -ーー~ {F九 (A.3.6)_2 
一一 209 一一
3Gh (P7ω-l f d FO白æR;，J ? za I dFO白tpRμ é) zb 
- ー十
?z' h 、 dza ?z' d zb ?z' 
4n 十 ε | 級数和のまま計算する。
{(4n+ ε)2 十戸2) 3/2 
曲線部分と三角形部分に分けて計算する。
d FO(zσR'"J ? Zc dFO白d7Rh) ? zd ) 
d Zc ?z' d zd ?z' 
1 ~ . -1 1 1 -1 -h { -F2(z(l'R"J ず-ゆかRμ ー十市(7R"J ----十仇R"J ず j
h h 
1 





fε ， βノ及び乃fε， βjの展開式(A.3.5)に間違いがないことを確認したこととなる。
Fig.A.3.2 乃j( εpβjの計算方法
∞ l ∞ l 
Fj( ε ， ß) = L _ _ _ -L (A.3.7)_1 




的には展開表示第 1 項だけが残ることとなる。さらに、 (A.3.7)式第 2 項をそれぞれFj2( ε ，
の及び乃'2(εp メタj とおいて同様の検討を行えば、やはり同じ結果となる。従って、
さて、ここでも関数Fj( ε ， ß)及び~F2( ε，メタノの計算を効率良く行うための変形を行う。それ
ぞれの展開式(A.3.5)を少し変形すれば、
Fj( ε ， β) -E/J 
n=O ( 仰十 ε)2 十β2j3/2-/μn 十2 十 εノ2 十メタ2) 3/2 } ∞ 4n 十ε-= 4n 十2+εC沿




{ (4k 十 ε)2 十メ92) 3/2 (μk 十2 十 ε)2 十メ92) 3/2 となる。上式第 1 項をそれぞれFjj( εp 仰及びらj( ε ， ß) とおいて、これを作図により求めよ
うとすればFig.A.2.1 と同様に、 Fig.A.3.1及び、Fig.A.3.2を得る。 f ∞ _ dx dx 
十 I { J (A.3.8Ll 
.t k 、 { (4x 十 ε)2 十ß2) 3/2 {μx 十2 十 ε)2 十ß2} 3/2 -' '-j_ 
l 級数和のまま計算する。
F2( εp メタノ-El/ 吻十 ε 4n 十2 十 ε 、
n=O {(均十 ε)2 十メタ2) 3/2 {μn 十2 十 εノ2 十メタ2} 3/2 J 曲線部分と 三角形部分に分けて計算する。
ー一
2
十 { 4k 十 ε 4k十2 十 ε
{ (4k 十 ε)2 十戸2) 3/2 {(4k 十2 十 ê)2 十戸2) 3/2 _, 
n 
Fig.A.3.1 Fll ( ε ， βjの計算方法
一一 210 一一
十 f ∞f (.4x 十 ε) dx (4x 十2 十 ε) dx 、
J (A.3 .8) ぅ
.t k 、 { (4x 十 εノ2 十ß2}3必 /μx 十2 十 ε)2 十メタ2) 3/2 ノ 』
一一 211 一一
を得ることとなる。この積分を計算すればその数値計算法が完成することとなる。なお、
乃fεp メタノの場合には問題はないのであるが、 Fj( ε ， βjの場合にはメタの{直によって積分計算を




k-j l I Fj(ε ， ß) = L ( 
(4n+ ε)3 (4n+ ε 十2)3n=O 
l l l 十 2 ( 
(4k 十 ε)3 (4k 十 ê +2)3 
l l l 十 8 { (A.3.9)_1 
(4k+ ε)2 (4k 十 ε 十2)2
メタヂO のとき、
k-j l Fj( ε ， ß) ニヱ{
{ (4，九十 ε)2 十β2)3/2 n=O { (4n 十 E 十2)2+β2) 3/2 
1 ~ 1 十一- I 
2 ({俄十 ε戸十β2j3/2-/ 株十 ε 十2)2 十β2} 312 } 
4k十 ε 十2 、
) (A.3.9)_? 十 ..j (4k十 ε 十2)2 十ß2 ノー
1 r 4k 十 ε
十一-. {一一4β2 ( ..j μkナ ε)2 十β2
を得ることとなる。
次に、 (A.3.8)式の乃fε， βノについて積分計算を実行すれば、
K 14n十 ε 4n 十 ε 十2F2( ε ， βノ =2?/A
n=O {(4n 十 ε)2 十メタ2)3辺 { (4n 十 ε 十み2 十メタ2)3/2 
十三 { 4k ナ ε 役十 ε 十2 ノ
2 {{ (4k 十 ε)2 十β2)3/2 { (4k 十 ε 十2)2+β2) 3/2 
I l 
} (A.3.10) 十 4 4 何k+ ε)2+β2 J (4k+ ε+2)2+β2 
一一 212 
を f号ることとなる。
(A.3.9)及び(A.3.10)の計算式で、第 1 項は級数和の部分、第 2 項は三角形の部分、第 3 項




Gw(p,Q) - G味(P，ω + GhR(P，ω+ G叫(p， ω 十 GhL(P， ω (A. 1. 33)ー 1-再記









∞ 2 e -kh sinh kz' sinh kz 
一 JO(kR~ dk 
cosh kh 
(A. 1.33L4_再記



















(x-x~ δ Gocfp， ω 
r2R3 δx' 
(A.3.11) ー 1
。 7/ éJG∞(P， ω 
r2R3 δ~' 
(A.3.11) ー2





oG吋Jp，ω 白 -x1 (x-x フ
ox' rjL3 r2L3 
(A.3.12) -1 
δGα過し(pJ Q) 。 +2w 十yフ 。十2w 十yリ+ 
oy' rjL3 r2L3 
(A.3.12)_2 
δGoc三，JpJ Q) (z -z~ (z+z~ 十
oz' rjL3 r2L3 
(A.3.12) -3 
となる。また、修正関数GhR(PJ Q)及び、GhL(P， ωの微分計算において、 GhR(P， ωはGh(p， Q) と全
く同じものであるから (A.3 .3)式と同形で、




oGhR(PJ Q) ニ (y -)i~ (Fj丘æR~ 十 FjりR~-Fj九R~-FjりRmz)} δ~' h3 
aGh(p，ω 
δ~)i' 
















1 r ∞ 2 e -( sinh z'tlh sinh ztlh GhL(PJ ω = で一 / Jar 州 dt (A.3.l5) 
n J 0 cosh t 
を準備しておけば、その微分は、
δGhL(P， ω 1 r ∞ 2 e -t sinh z川 sinhztlh d Jn(R, tlh) 0 RT 
ox' I 
~ ~ 一一ーと dt
h J 0 cosh t d RL ox' 
三 f ∞ 2 e-t sinh z'tlh sinh ztlh 一白 -x1I . -- ~"". -."u...,. __.". (-tlh Jj (Jマ'Ltlh)} ¥._ ./ dt h Jocash t RL 
企コ1 h r ∞ 2 e -( sinh z'tlh sinh ztlh 一 ;fEJん ωht 的内紛 dt (A.3.16) ・ 1
3GhLfM-idtfo 
∞ 2 e-t sinhz'tlh sinhztlh dJo(RLtl,hJ oR:!:. dt 
o)i' h J 0 cosh t d RL o)i' 
-:!n 
∞ 2 e -t sinh z't/h sinh ztlh 
(-tlh Jj (究'Ltlh)} (y ナ2w 句。
h cosh t RL 
←ーか十2w 十Y3 h ifo ∞ 2e t sinhz'tih sinhalh t31{RL州議
h3 RL J 0 cosh t 
ーーーーー岨ーーーー・・ーーーーーー (A.3.16) -2 
3 GhL(P，ω : !n∞ 2 e -t sinh ztlh J o(RLむ uhJ3srrthztfh dt oz' h J 0 cosh t oz' 
工 f ∞ 2 e -t sinh ztlh Jn(R, tlh) 
{tlh cosh z'tlh} dt 
h J 0 cosh t 
1 r ∞ 2 e -t cosh z'tlh sinh ztlh -~ I . t JO(RL tlh)it 







.., n 'J/ {Fj九RLμ 十 Fj{zJyRLμ -Fj企σRLμ -FjωRU，J}
hJ 
A. 4 Green関数およびその微分の数値計算精度








一一 {F2白æRLμ- 乃りRLJ，J 十乃白c，RLJ，J-F2りRLμ } (A.3.17)_3 
hL 
ε = 2.0 (A.4.1)_1 










.J (x -X~2 +か十2w+y~2
h 
である。 GhR{P，Q) と GhL{P，ωの微分において、注意するべき均〆による微分である。その他即
ちど及びシによる微分には符号の反転はないが、 y 'による微分には符号の反転が生じる。同じ
ことは、 GocR{p，ω と G叫(p，ωの微分に関してもいえる。
FO{εJj=Z71 
n=O ぜ μn 十 ε)2 チメタ2
E泊 C回
え .J (4n+2+ (A.2.7)再記
において、 n=O---1000まで採用したものを正解とみなすこととする。これに対して、 n=O
---kまで採用したものは正解値の何パーセントになるかを示したものがFig.A.4 .1で、ある。例
えば、 n ニ0---0の場合の計算結果はk=O~こプロットされ、 n =0---50の場合の計算結果はk-50
にプロットされている。 kが大きくなるほどに、正解に近づく様子がわかる。さらに、同図
には、工夫した計算方法(A.2.12)
FO{ ε，戸) = フ­ρμ 十フ'釘
yih








4 (4k+ ε+2)2 十戸2
十土 r 1 
2 {.j (4k+ ε)2+β2 
ギ 1 , .J (4k+ ε +2)2+ß2 + 付k+ ε+2)
一一一 m -一一
4 .j (4k+ ε)2+ß2 十何k+ ε)
(A.2.12)再記
による結果も載せている。これも、 k=1の場合の計算結果はk=1 にプロットされ、 k=50の
場合の計算結果はk=50にプロットされている。やはり、 kが大きくなるほどに正解に近づく
様子がわかる。












FO( ε ， β')=玖299506322である。
10 20 30 
Fig.A.4.1 関数FO( ε， βjの収束状況
ε = 2.0 













次に、関数Fj( ε ， ß)についてみてみよう。ここでも、関数Fj( ε ， ß)の定義式(A.3.5)の第 1
式を少し変形した式
一 l ∞ lFj( ε ， ß) = ど -L (A.3.7)_1_再記
n弓/仰十 ε)2 十β2j33n二 { (4n 十2 十 ε)2 十β2)3/2 
一- 218 一一
において、 n=0 ----1000まで採用したものを正解とみなすこととする。これに対して、 n=O
----kまで採用したものは正解値の何パーセントになるかを示したものがFig.A.4.2で、あり、こ
こには工夫した計算方法(A.3.9)の第 2 式
Fj( ε，戸) 一三人 1 
n =0 {(4n + ε戸十戸2) 3/2 {(4n 十 E 十2)2 十戸2) 3/2 _, 
キ ι(1 1) 
~ {(4k 十 ε)2 十戸2) 3/2 {(4k 十 ε 十2)2 十戸2) 3/2 J 
1 r 4k 十 ε
十一-/一一
4β2 ( .J μkナ ε〆十β2
4k 十 ε 十2
十 ;::::::=============-) (A. 3.9) -2-再記















100% とは、 (A.3.7) -1式で、n-1000 
まで採用したときの値のことで、
Fj( εpβ') =0.07834155である。
10 20 30 
Fig.A.4.2 関数Fj( ε，メタノの収束状況
一- 219 一一










F2( e ,/]) 一三 { 4n + e _ 4n+ e 十2 } 
n -0 {(4n 十 ε)2 十戸2) 3/2 ((4.九十 ε 十2)2 十戸2)3/2 
次に、関数F2( ε ， βjについてみてみよう。ここでも、関数F2(εpβノの定義式(A.3.5)の第 2
式を少し変形した式
十 -LJ4k十 ε 4.k ナ ε 十2 I 
2 ({μk 十 ε)2 十メタ2) 3/2 (μk 十 ε 十み2 十/]2)3/2 f 
??





一白 ノ (A.3 .10)再記
三 4n+ ε.:::: 4n 十2十 ε00 
F2( ε ， β) = 2' -2' (A.3.7)_2・再記












100% とは、 (A.3 .7)_2式で、n=1000 
まで採用したときの値のことで、 ε 2.0 
F2( εp メタノ =0.13907456である。 β= 1.0 
85 
。 10 20 30 40 50 
k 


















(A.3.7) ー2式で、n ニk まで採用したときの値
90 
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数値積分を行う際には(3.5.1). (3 .5 .2) に示した関数Nkを形状関数N'kとして利用する。ここで
は、形状関数N'kによる曲面の表現と、 3. 1 節で示した座標変換マトリクスの計算方法、






よって補間して表そうとする様子を Fig.B. 1. 1 に示す。点Qの位置はどl'f 2の関数であるか




















。 よって、単位接線ベクトルe1 ，e2の式(3. 1.2) に従えば、











km似 δ N'k(Q) L rwk 3 ごl 3 ごIk=j (B. 1. 3) ー 1
3 rw(Q) 
km似 3 N'k(Q) L 一 rwk 3 f2 3 f2 k=j (B.1.3) -2 
を得ることとなる。形状関数の微分 3Nνωほどl及び、 3N'k0ω/3 t2は形状関数の式(3.5.1)及び、
(3.5.2) に対して行えば良いので既知となり、節点座標rwkも既知であるから、曲面座標の微分
値 3rw~ωほどl及び、 3rw0ω/3 ど2は完全に定まる。よって、単位接線ベクトルej(Q)及び、e2(Q)
も完全に定まることとなる。これにより、単位法線ベクトルe3ωも完全に定まって、 (3. 1. 1)
式より
n;o~ω = e30ω= 
ej(O) x e20ω 
(B.1.4) 
I ej(O) X e20ω/ 
を得ることとなる。以上によって 3 つの単位ベクトルej0ω ，e20ω ，e3(Q)が完全に定まったか
ら、 (3. 1. 1 1)式により、(3.1.27)式に示した座標変換マトリクス[Tolの成分は全て既知となって
n 日:~ n 宅ry n;z I I n;OT T^ ex ej T 
[TOJ = ちχ nyy ちz ニ n;OT T^ ey {e3Xej}T I (B.1.5) 
n;土 n;ノb nizn"Z>UT T^ ez e3T 
を得る。また、
cos θ e j(O)T e2~ω (B.1.6) -1 
sin θ e3~ωT {ej0ωX e20ωj (B.1.6) -2 
なる関係があるから、 (3. 1.28)式に示した座標変換マトリクス[TjJの成分も全て既知となって
nxj T l cos θ 。
[TjJ nyj 。 sin θ 。 (B.1. 7) 
^ T nzl 






δ 3x' 3 3y' δ 3z' 3 
一 十 十δn (iω 3n/nl 3x' δn(Q) 3y' 3n (iω 3z' (ω 
3 3 3 
n; 
3x' + n;y δ~' 十 nz 3z' 
n;00ω T grad(Q)( ) (B.1.8) 
により、 (3.5.10) ， (3.5.11) , (3.5 .17)式に示したAi.iBi'勺-の積分記号内部の計算は行えることにな









a rw(Q} a Tw(Q} 
7E7X7E;- dt1 dt2 (B.1.9) 
となる。上式の絶対値部分は接線ベクトルの外積となっていることから平行四辺形の面積と
なっていることが知れる。また、この部分は記号 1J 1 を用いてJacobianと呼ばれており、
1 J1 δ rw0ω a Tw0ω τf;- X 石工
(B.1.10) 
と定義される。また、絶対値とする前の J は接線ベクトルの外積となっているから、 J が持
つ方向は法線方向と一致するものとなる。さらに、 J はわ， t2の関数となることが明らかで
あるから、ごl' ご2の位置によって法線方向が異なることをも表すものとなる。これにより、
計算プログラム上では、 Jacobianと法線ベクトルが同時に得られることとなる。
上 2 式によって、 Jacobian 1 J 1 を用いて絶対座標系から曲線座標系への変数変換の関係を
表せば、
ds (iω 1 J1 d ご1 dt2 (B.1.11) 
となる。従って、被積分関数をん仇ωとおけば、その積分は、



























さて、曲線座標系のパラメータどl' んの変域を考慮すれば、積分式(B. 1. 12) は、
j 仇ω dSぬ
I1SH 














ることを表す。同様に、 IJ(fli, f2) I も Jacobian I J I がごli'f 2jの関数となっていることを
表す。 Fig.B.2.1 に示した積分点は全部で4 つであり、ごl軸との軸の方向にそれぞれ2 つず
つの積分点をとった場合を示している。積分点、をいくつ取ろうと公式を利用する者の勝手だ
けれども、それが多いほど高精度なことが知られている。文献4) (Zienkewicz, 197íヲの8.8節あ
るいは文献5) じ鷲序t] 981)の4.2.3節にて、 1 次元の積分公式の段階において積分点総数がnな
らば、 (2n -1)次以下の多項式(被積分関数)は誤差ゼロにて積分できることが述べられて
いる。 Fig.B.2.1に示した 4 つの積分点について、その位置と重みをTable Bユ1 に示す。
Table B.2.1 四角形要素の積分点および重み (Gauss-Legendreの積分公式)
積分点総数 積分点 重み




.f3 ( 1.0 ,1.0 ) 
I - 1 
.f3 ( 1.0 ,1.0 ) .f3 
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さて、点、pも同一要素上にある場合には、 Green関数に含まれる1/りのために 2 つの特異
性が生じる。そのひとつはlんlそのものの特異性、もうひとつは刈/rj)/é3 nによる特異

































2 (-1, -1) (1, -1) 
Fig.B.2.2 四角形要素の写像関係(特異積分)
Green関数Gw(p，Q)が1/今lを含むことに注目して、これを1/今I とその他の部分に分ければ
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1. 8)及び、G∞(p，ωの微分式群(A.3.1)第 1 項を利用すれば、 ! fw(p，ω 均一
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致する場合には工夫を要する。その工夫の第 1 段階として、 1/r1 とNkιm)(Q) とを分離して
上式右辺第 1 項を次のように変形する。
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による影響を分離し、 1/r1の特異性を右辺第 2 項に集中させて、これを別途計算すること
を意図するものである。
では、その工夫の第 2段階として、上式右辺第 2 項を計算するために要素を 2 つの三角形
に分割した様子をFig.B.2.3に示すO ここでは点pが局部節点番号lの節点、に一致するときを例
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と表すことができる。また、微小面積要素dSωを極座標形式でかけば、
dS(iω r1 d rJ d 8 
(B.2.11) 
(B.2.12) 
となるから、 (B.2.9)式右辺第 2 項の積分の三角形部分は、
/MJM=lmAfffc/rZωf リJdθ(B.2.13)
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となる。従って、 4 節点から構成される四角形要素の場合には、上式を 2 つの三角形につい
て計算して加え合わせれば良いだけであるから、
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Table B.3 .1 に示すo Fig.B.3.1の場合パラメータご1'(2による三角形の面積は1/2であるから、
1/2を Wkに乗じたwtf2が文献68) 仰ammer， 1956)にいう重みとなる。なお、添字kは積分点、の番
号を示す。 k番目の積分点、の位置を(flk' f 2;) と表すこととすれば、 Hammerの積分公式は、
B. 3 三角形要素における数値積分
( 1 )通常の数値積分
三角形要素の場合について、その写像関係をFig.B . 3.1 に示す。
ご2 (0,1) 
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分と関係があって、 Qげ1k， ど2;) は点、Qがど1k， ご2kの関数となっていることを表す。 同様に、
I J(ど1k'(2J I も Jacobian / J I がどlk，(2kの関数となっていることを表す。なお、 nkmaxは積
分点総数を示す。また、 Jacobian I J/を実際に計算すれば、 3 節点の三角形要素の場合には
形状関数の式(3 .5 .1)から /J / は定数となって、絶対座標系での三角形面積の 2 倍の値とな
ることが知れる。 6 節点の三角形要素の場合には、 / J / は定数とはならず、曲面の部位に





さて、曲線座標系のパラメータム， Ç2の変域を考慮すれば、積分式(B. 1. 12) は、














(B.3.1) 積分点総数 積分点 重み
nkmax (f1k' f2k) Wk 
3 l l 。
, 2 3 
l l 
。
2 , 3 
l l l 
2 , 2 3 
となる。そして、上式右辺の積分範囲を視察すれば四角形要素のときとは違って、 l ー のな
る項があることに気づく。このままで、はGauss-Legendreの積分公式は使えないので、変数変

















まま利用することができるから、 (Bユ8) ， (B.2.9)式にて計算を行えばよいことになる。そし
て、それらの数値積分には、数値積分公式(B.3.2)を利用する訳である。また、工夫の第 2段
階に相当する計算は、三角形の式(B.2.1 6)にて行えばよいことになる。
以上によって、三角形要素の積分計算を行うことができる。これにて三角形要素の場合の
積分計算法に関する説明を終える。

